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PROLOGO 



Esta segunda edición aparece diez años después que se publicó la primera. Es 
muy gratificante la acogida que ha tenido la primera edición. 

En esta segunda edición, al igual que en la anterior, se ha buscado equilibrar la 
teoría y la práctica. La teoría es acompañada de numerosos ejemplos. Cada sección 
presenta una sección de problemas resueltos, donde muchos problemas típicos de 
relevancia son desarrollados con todo detalle. La gran mayoría de teoremas son 
presentados con sus respectivas demostraciones. Cuando la demostración es 
compleja, ésta es presentada como un problema resuelto. 

La gran novedad de esta segunda edición es la incorporación en el texto de las 
funciones exponenciales, logarítmicas e hiperbólicas (funciones trascendentes). Este 
hecho nos traerá dos ventajas muy significativas. En primer lugar, nos permitirá 
tratar tempranamente temas importantes como la regla de L'Hópital y la derivación 
logarítmicas. Estos temas correspondían a cursos posteriores. En segundo lugar, los 
ejemplos y aplicaciones serán más interesantes y más variados. 

Para la graficación de funciones y para cálculos auxiliares hemos hecho uso 
extensivo de los paquetes computacionales Derive y Graphmatica. Se Recomienda 
el estudiante el uso de estos o cualquier otros sistemas algebraicos de computación. 

He recibido valiosa ayuda y sugerencias de parte de muchos colegas. Entre 
estos tenemos a Maribel Perdomo, José Luis Linares, María Torralba, Wolgfang 
Hernández, Alexander Pérez. En forma muy especial hago testimonio de mi gratitud 
al I ng. A lexis S alcedo y a 1 a e studiante d e m atemáticas, B r. Lucybeth Gutiérrez, 
quienes tuvieron la tarea de revisar todo el texto. 

Jorge Sáenz Camacho 
Barquisimeto, setiembre 2.005 
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Capítulo 1 . Funcione» 


René Descartes 
(1.596- 1-650) 




René Descartes, filósofo, matemático y fisico francés, nació en La Haya 6 
comíate como el padre de la filosofa moderna. De el es ¡a famosa frase: Cog„o. 

Fue un niño de singular inteligencia, pero físicamente débil Durante los anos de su 
educación en el colegio jesuíta de la Fleche, los religiosos, para mitigar el frío de las 
duras mañanas de invierno, le permitían permanecer en la cama. Se dice que fueron 
precisamente durante esas ociosas horas de cama cuando Descaí tes concibió las ideas 
fundamentales de la Geometría Analítica. 

En 1.637 escribe el libro Géometrie en el que da nacimiento oficial a la Geometría 
Analítica. Su compatriota Pierre de Fermat (1.601-1.665), independientemente, 
también descubrió los principios fundamentales de esta ciencia. 

En 1.628 se mudó a Holanda donde vivió 21 años. Durante esta permanencia 
escribió sus principales obras: Principios de Filosofía, El Discurso del Método, Las 
Meditaciones, etc. 

En 1.649, la joven y energética reina Cristina de Suecia lo invitó a Estocolmo, como 
su tutor de filosofía. Sus clases eran en las tempranas horas de la mañana. El eminente 
fi osofo y istingui o matemático no soportó el duro invierno sueco, muriendo a 
consecuencia de una neumonía el año siguiente de su llegada a Estocolmo. 


acontecimientos importantes 

Durante la vida de René Descarta* a ■ ■ 
los siguientes hechos notables: En 1 609 m , enca ? en mun d° hispano sucedieron 
Vega, hijo de un conquistador v de & • aonista P erua no Inca Gracilazo de la 
Reales", famosa obra que cuenta 7° ^!~ lncesa Ul( ha, publica "Los Comentarios 
septiembre de 1.630, en la desembocadu^d^ 1 ° ^ ^ m P er ^° Incaico. El 17 de 
fundan la ciudad de Boston. En 1.636 en'c h '‘° ^ ar ^ es> unos colonos ingleses 
funda la Universidad de Harvard Par am ^ r ^S e < ciudad contigua a Boston, se 
contaba, desde muchos años atrás, con la e,ltonces < l (l América Española ya 
1.551) y la Universidad de Santo Domingo mVersiclacI Mayor de San Marcos (Lima, 
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Capítulo 1 Funciones Reales 



INTRODUCCION 


~ _ ,i J_ fáiculo necesitamos ponemos de acuerdo 

en r algunos conceptos muy generales que son propms 

de toda teoría matemática. Emitirnos 

Recordemos que un axioma os una 

La gran mayoria de los .eoremas que encongaremos mis adelante nene la forma 
de una proposición condicional: 


n. IT __ T 


que se simboliza así: H =5- T. Aquí, H es la hipótesis y T es la tesis 

Una demostración o prueba de un teorema es una secuencia 
que termina con la tesis, donde cada paso de la secuencia es una hipótesis, u 
o un teorema previamente demostrado. 

A la proposición bicondicional: 


P cí v cnln 


lo simbolizamos así: P <=> Q. 

Una proposición bicondicional P <=> Q, como su nombre lo sugiere, es la 
conjunción de dos proposiciones condicionales: P => Q y Q => P- 

Toda definición, aunque a veces no se lo exprese explícitamente, es una 
proposición bicondicional. 


Algunos teoremas tienen la forma bicondicional, P Q. En este caso, en 
realidad estamos al frente de dos teoremas: P Q y Q ’ = ^ P• Esto significa que 
para probar P <=> Q, debemos aportar dos demostraciones, la de P Q y la de Q 
=>P. 


En nuestra exposición nos encontraremos con muchos teoremas, unos más 
importantes que otros. A los teoremas de los cuales pensamos que no son tan 
relevantes, los llamamos simplemente proposiciones. 

Con frecuencia, con el ánimo de simplificar la escritura, usaremos los siguientes 
símbolos: 

1. V , que significa: para todo. 

2. 3 , que significa: existe. 

3. 3!, que significa: existe y es único 

4. a , que significa: y ( conjunción lógica) 

5. v, que significa: o ( disyunción lógica ) 
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Capítulo 1 - Funciones Reales 


__JECCio>MJ ^-tricas 
funciones reales 

una función es una tríada de objetos a cada 

dos conjuntos y f es una regla q ^ y Al con j un to X se e 
i tn rip Y un único elemen conjunto de 

"mtnfo de la función y al conjunto Y, 

llegada de la función. 

A una función (X, Y, f) se le denota más 
comúnmente por 

- v 1 x y 

f: X —> Y o X —- 

y se lee: " la función f de X en Y'. 

Para indicar que a un elemento x de X [''^“j^También diremos que y es 

^mediante f. E, Cemento X. en este 

caso, es una preimagen del elemento y. 

A la variable que usamos para denotar los elementos del dominio se le llama 
variable independiente y a la variable que denota las imágenes, xarabl 
dependiente En nuestra notación anterior, y - f(x), la variable ."dependiente es x 
y la dependiente es y. Las letras x e y, por ser variables, pueden ser cambiadas poi 
cualquier otro par de letras. Así, podemos escribir z = í(t), en cuyo caso, la vanable 
independiente es t y la dependiente es z. 

Dadas las funciones f: X —> Y y g : X —» Y. Diremos que: 

f=g O f(x) = g(x), V x e X 

El rango de la función f: X —> Y es el conjunto formado por todas las imágenes. 

Esto es, 

Rango de 1 = { f(x) s Y / ieX) 

Al dominio y al rango de una función f: X -> Y los abreviaremos con Dom(f) y 
Rang(í), respectivamente. 


OBSERVACION^ En la definición de fiinriñn herrín- ntn¡^ i i ■ • 

merecen atención, uño d * “ *“ “ ^ 

todo elemento del dominio t ’ el . CUal indica C l ue 
término es "único" el nni • ,. tener una lma gen. El otro 
dominio tiene exactamente una 11 ^^“ ekment0 del 
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| EJEMPLO 1.1 Sea la función f X—>Y, donde X - {a, b. c, d}, Y - {1.2, 3, 4, 5} 
y cuya regla f está dada por el gráfico adjunto. Se tiene: 


X 


Y 


Dominio = Dom(f) = X = {a, b. c, d } 

Conjunto de llegada = Y = {1,2, 3. 4, 5} 

Rango = Rang(f) = {3, 4, 5} 

La regla f establece que: fía) = 3, f(b) = 5, fíe) = 3, f(d) = 4 




| EJEMPLO 2. 1 Sea X un conjunto cualquiera. A la siguiente función se le llama 


función identidad del conjunto X. 

I x :X-»X 
1x00 =x 


X 


X 



En este caso, el dominio, el conjunto de llegada y el 
rango, todos coinciden y son iguales a X. Esto es, 

Dom (f) = Conjunto de llegada = Rang (f) = X 


La regla I x hace corresponder a cada elemento x el mismo elemento x. 


FUNCIONES REALES 


Las funciones que nos interesan en el curso de Cálculo son las funciones reales de 
variable real. Una función real de variable real es una función cuyo dominio y cuyo 
conjunto de llegada son subconjuntos de IR. Así, son funciones de este tipo: 


c. h: R—^ R 


b. g: R - {0} -» R 


a. f: R —^ R 



h(x)=5 


f(x) = x 


CONVENCION. 

Con el objeto de simplificar la notación, para presentar una función real de 
variable real f: X —> R daremos simplemente la regla f, prescindiendo del dominio 
X y del conjunto de llegada R. Para esto, adoptamos la convención de que el dominio 
es el mayor subconjunto X de R en el cual la regla f tiene sentido. Así, por ejemplo, 

2 

diremos la función: f (x) = r en lugar de la función: 

x - i 
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2 


Aquí el dominio es 
riivisíón entre 0. Ademá 


Dminio es X IR i » 
0. Además, 1 es el único 


f.[R_{l}—> R> x-1 

Y _ .o Hemos eliminado a 1 ya que no existe 

^ i ) _octn situación 


elemento que presenta esta situación. 



[?JKMPLQ3 


Hallar el dominio y el rango de las funciones: 
l.flx)-x-3 2 .gM-ATÓ 



cumple que x e R = Dom(f) y 

f(x) = x - 3 = (y + 3) - 3 - y. 

2. Como la expresión subradical deg(x) = AT3 debe ser no negativa, tenemos- 

x _ 3 >0 <=> x > 3 Oxe [3,+co), 

Esto es, Dom(g) = [3,+oo). 

Por otro lado, Rang(g) = [0, +co). En efecto, dado y e [0, +co) tomamos x = y 2 + 3. 
Se cumple que x £ 3, o sea xe [3,+co) y 

g(x)= Vx-3 = J(y 2 +3) -3 = /y 2 " =1 y I =y 


GRAFICAS DE FUNCIONES Y CRITERIO DE LA RECTA 

VERTICAL 

Se llama gráfico o gráfica de la función Y 


f: X -»[R 

al conjunto: 


y = f (x) 


G = { (x, f(x) ) 6 R 2 / x e X } 



Dominio 


X 



ocer las curvas 
geométrico: 





























I 


» 


i' 
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CRITERIO DE LA RECTA VERTICAL 

Una curva en el plano es el gráfico de una función si y sólo si toda recta 
vertical corta a la curva a lo más una vez. 

La veracidad de este criterio estriba en el hecho de que si una recta vertical x — a 
corta a la curva dos veces, en (a, b) y en (a, c), entonces a tiene dos imágenes, b y c, 
pero esto viola la definición de función. 

De acuerdo a este criterio, de las siguientes curvas, sólo la ultima representa a una 
función: 

Y 





A 


A 



EJEMPLO 4. 1 Graficar y hallar el dominio y rango de la función: 

x 2 - x - 6 


flX> = 


x - 3 


Solución 


Es claro que Dom (f) = OR - {3}. 

Por otro lado, factorizando el numerador tenemos que: 

<W = (X+ x 2) _ (X 3 7 " - 

Si x * 3, simplificamos el factor x - 3 y obtenemos: 
f(x) = x + 2, para x* 3. 


Y 

y = x + 2 

5 

(3,5) 

X i 
/ » 

/ 

i 

i 

'0 

3 X 


Luego, la función f(x) - 


x 2 -x-6 
x -3 


es igual a la función lineal y = x + 2, excepto 


en el punto x = 3, en el cual f no está definida. En consecuencia, el rango de f es 
igual al rango de y = x + 2 menos el número y = 3 + 2 = 5. Esto es, 

Rang(f) = IR - {5} 

* FUNCIONES DEFINIDAS POR TROZOS 

Algunas funciones son definidas por partes, como en los dos siguientes ejemplos. 

EJEMPLO 5.1 Graficar y hallar el dominio y rango la función parte entera: 

f(x) = [x] = n , si n < x < n + 1, donde n es un entero. 

A esta función también se la llama función máximo entero o. 


simplemente, función escalera. 
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in « Re»l». 


S*«* ásexplfe i.os.a^ fil " CÍ6n ' ldefmÍmOSa 

En términos más Y 



w- 


9 < X < " ‘ 

_2, si ' L - 

M i 

0 <x < 1 


1 - 


0, si 

1, 

2, si 


si láx<2 
2 <x < 3 


-2 -1 


Dominio'. IR 
Rango: Z. 



H-h 


3 X 


| fjrMPLQ6-1 Graficar y 


hallar el dominio y rango de la función valor absoluto 


fW = |X| = 


[x, si x>0 
I —x, six<0 



Solución 

EL gráfico de la función valor absoluto está 
conformado por dos semirrectas: 

La semirrecta y = x para x > 0, a la derecha 
del eje Y; y la semirrecta y = -x para x < 0, a 
la izquierda del eje Y. 

Dominio: IR Rango: [0, co) 


Y 






0 

X 


FUNCIONES PARES E IMPARES Y SIMETRIA 

1. Una función fes par si, para todo x en el dominio de f, se cumple que: 

f(-x) = f(x) 

2. Una función fes impar si, para tod o x en el d„ min¡ „ de f> se cumple que; 

f (-X) = -f( X ) 

EJEMPLO 7. a. Probar que la n v \- Y 2 ri 

. D . , \ es P ar - Granearla función. 

b. Probar que la f(xj = v 3 . 

Solución 'mpar. Graficar la función. 


a - f(~x)= (-x) 2 = x 2 = f(x) 


b - f(-x)= (-x) 3 = _ x 3 = _ f( X ) 


C -ipit.il. 


ti 

1 
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Se prueba fácilmente que: 



a. Una función f es par <=> el gráfico de f es simétrico respecto al eje Y. 

b. Una función f es impar <=> el gráfico de f es simétrico respecto al origen. 


El término de función par o impar está inspirado en el siguiente resultado: 
La función f(x) = x n es par si n es par, y e? impar si n es impar. 


FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES 


DEFINICION. Sea f una función definida en un intervalo I. Diremos que: 


1. fes creciente en I si, para cualquier par de puntos, X! y x 2 en 1, se cumple: 


X, < x 2 => f(xi)<f(x 2 ) 

2. fes decreciente en I si, para cualquier par de puntos, x, y x 2 en I, se cumple: 

x, < x 2 => f(x,) > f(x 2 ) 

3. f es monótona en I si fes o bien creciente o decreciente en I. 




Decreciente 


La función f(x) = x * 1 2 , dada en el ejemplo anterior, es decreciente en el intervalo 
(-oo, 0] y es creciente en el intervalo [0, +oo). En cambio, la otra función f(x) = x 3 , 
es creciente en todo su dominio, que es R. 



BREVE CATALOGO DE FUNCIONES 

LAS FUNCIONES CONSTANTES 


Sea c un número real fijo. La función 
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EJEMPLO 1 0. 


Si a = -n, donde n es un número natural no nulo, tenemos la 
función: 


f(x) = x- n = ^ . Dom(f) = Rang(f) = IR - {0} 



La gráfica de f(x) = l/x n se parece a la de f(x) = 1/x si n es impar; y a la gráfica de 
f^x) = 1/x * 2 si n es pa r. 


FUNCION POLINOMICA 

Una función polinómica o función polinomial de grado n o, simplemente, 
polinomio de grado n, es una función de la forma: 

p(x) = a n x n + an^x" -1 + ... + a 2 x 2 + a,x + a 0 

donde n es un número natural y a 0 , aj, . . . , a n son números reales siendo a n i- 0. 
Estos números son los coeficientes de la función polinómica. 













A las funciones polinómicas de grado 1, 2, 3: 


p(x) = ax + b, p(x) = ax 2 + bx + c, p(x) = ax 3 + bx 2 + ex + d 

se les conoce más usualmente con los nombres de función lineal, función 
cuadrática y función cúbica, respectivamente. Una función polinómica de grado 0 
es una función c onstante. Y a s abemos q ue e 1 g ráfico d e u na función 1 ineal e s u na 
recta no vertical y que el gráfico de una función cuadrática es una parábola con eje 
paralelo al eje Y. 


FUNCION RACIONAL 

p(x) 

Una función racional es cociente de dos polinomios: R(x) = ^. 

2 - 3x + 8x 3 

Así, R(x) = — -j— es una función racional. 

T ” X 

El dominio de una función racional es IR menos el conjunto de puntos donde el 
denominador se anula. Así el dominio de la función racional anterior es IR - {2, -2} 
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Además se cumple que 

«»<-«) * - <rn X («„0 ex Impar), coi( ,) - ,, a ,, 

'• w»(, - *) - ™,«. rm( ! . t) . , 

d. Sen* \ ♦ cor \ - | 


6 - >M > 1 #<* x-nit. Vn./. 


5 - I »«n X | < | , | rox X I r I 


' o <> \ ♦ un. Vn * / 

2 
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LAS OTRAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

_ sen x eos x 1 1 

a. tan x b. cot x =- c. sec x = - d. cosec x -- 

eos x scn x eos x sen x 

De acuerdo a las igualdades dadas en 6, tenemos que: 


1. Dom(tan) = Dom(sec) = {xeiR/x*y + njT, n eZ } 

2. Dom(cot) = Dom(cosec) = { x e IR/ x * nn, n eZ } 




FUNCIONES COMO MODELOS MATEMATICOS 

Muchas relaciones que aparecen en las distintas ciencias o en la vida cotidiana se 
expresan (son modeladas) mediante funciones. Veamos algunos ejemplos. 


EJEMPLO 11. 


Una fábrica que produce cierto artículo obtiene una utilidad de 
300 dólares por unidad cuando la producción no excede las 800 
unidades. La utilidad decrece 2 dólares por cada unidad que 
sobrepasa los 800. 


a. Expresar la utilidad U(x) de la fábrica como función de los x 

artículos producidos. 

b. Hallar la utilidad si se producen 1200 unidades. 


Solución 
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U(x) = 300x 

S¡ o < x < 800, la util'da es Q y , a utilidad por unidad ha decrecido 

o» 

Por lo tanto: = 300 _ (2x - 1600) = L900 " 2x Y 

Utilidad por uní a (utilidad por las que exceden 800) 

u(x) = (utilidad por las primeras 800) 

nono 2x)(x - 800) = -2x 2 + 3,500x -1.280.000 
= 300(800) + (1 900 -2 xax / 

E „ resumen, la utilidad al producir x artículos es: 

r 300x, si 0 <x <800 

U(x) = 2x 2 + 3.500x -1.280.000, si x >800 

b U(1.200)-2(1.200) 2 + 3.500(1.200) - 1.280.000 
__ a onn nnn _ 1 280.000 = 40 


en-. 




EJEMPLO 12. De un tronco de madera, que tiene una sección circular de 3 dm. 

de radio, se quiere tener un tablón de sección rectangular. Expresar 
el área del rectángulo en términos de su base. 

Solución 

Sean x, h y A la base, la altura y el área del rectángulo, 
respectivamente. Se tiene: 

A = xh (1) 

Ahora, expresamos la altura h en términos de x, la 
longitud de la base. Para esto, observamos que el diámetro 
punteado del círculo divide al rectángulo en dos triángulos 

ssRssr- mide 6 dm - usand ° ei ,e ° re ™ 

h "-/~6 2 - x 2 " (2) 

■•«ego, si A(x) es el érea de, ree, á „gu,„, de (I) y (2 , obtenemos: 

____A(x) = x V ” 36 — x^ 



ejemplo!!] Un fabric t 

Aminas cuadradas de 7 ^> nVaSe ^, constru y e cajas sin tapa utilizando 
Pequeño cuadrado en m * aC * 0 ' ^ ca< ^ a * am ' na se recorta un 
onnar los lados de la caia e ^ Ulna Y * ue §° se doblan las aletas para 

cuadrado recortado, expresar* X ^ & * 0n ®' tuc * del * a do del pequeño 
b - El árc'a'dTla cátaTrT términos de *• 

oaja (s,n la tapa) en térm¡nos de x 


Solución 
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Tenemos que: 

Volumen = (área de la base)(altura) 

La base de la caja es un cuadrado de lado 7 
Luego, su área es (72 - 2x) 2 . 

La altura de la caja es x. 

En consecuencia, el volumen de la caja es: 



X 


X 

X 



: 

2x. 


72 -2x 


X 





V = (72 - 2x) 2 (x) = x (72 - 2x) 2 * 

b. El área de la caja es igual al área del cuadrado inicial menos el área de los 4 
cuadrados recortados. Luego, si A(x) es el área de la caja, entonces 

A(x) = (72) 2 -4x 2 = 5.184- 4x 2 


EJEMPLO 14. 


Se desea construir un estanque de 16 m 3 de capacidad. La base 
debe ser un rectángulo cuyo largo es el doble de su ancho. Las 
paredes laterales deben ser perpendiculares a la base. El m 2 de la 
base cuesta 80 mil bolívares y el m 2 de las paredes laterales, 50 
mil bolívares. Expresar el costo del tanque como función del 
ancho de la base. 


Solución 


Sea x la medida del ancho de la base, h la altura del tanque y C(x) su costo, en 
miles de bolívares. 

La base tiene una longitud de 2x y un área de 2x (x) = 2x 2 . Luego, 

Costo de la base = 80(2x 2 )= 160x 2 . (1) 

El tanque debe tener 16 m 3 . Luego, 

16 = V = (largo)(ancho)(altura) = 2x(x)h = 2x 2 h 
Despejando h: 

16_ __8_ 

2x 2 x 2 

El área de las 4 paredes laterales es: 


, 8 x 48 
2xh + 2(2x)h = 6xh = 6x ( — ) = — 

X 


Luego, 

48 \ 240 

Costo de las paredes laterales - 50^ x ) -— 

Sumando (1) y (2) obtenemos el costo del tanque: 
C(x)= 160x 2 + — 


( 2 ) 



miles de bolívares 
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0n °s R e , 


a 'cs 



18 del triángulo, entonces 

, área del semicírcul° y 2 

s ¡ A| es el área A==Al +A 2 

Hallemos Aj: es r = 10 sen (9 /2 )' ’ 

E l radio del semicircu 2^ 5QjíSen (0/2) 

1 J= i n TlO sen 
A j = —fu 2 

Hallemos A;: j tr ¡ángul° están dada P 

U base b y la atoa , lOcos (0/2). 

„ = 2r = 2(10 sen(6/2)) = 20 sen( 0 / 2 ), 

T-'^-í[ m «" (m)][10cos(9/2)] 

‘.«[«(W)-®»)]-*- (IdertTri80 ' 27) 

"Ta"- 50nsen>(0/2) + 50 sen 0 - 50 [-en>( 8/2) + sen o] 
A = 50 [rr sen 2 (0 / 2) + sen 0] 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.1 

X 

I. Dada la función f(x) = ¡tj , encontrar: 

a. f[3) b. f(l + V2 ) c . f(2 + h) - f(2) d. f(a + h) - 

, .. i 


Luego, 


2. Dada la función g(x) = x + 


, encontrar: 


a- g(2), 


b ' g(a + 2), c. g(a + h)- g(a) 


B„o Spro ^ ieUa , g n,Uare,^ ydrmgode , afunc¡ónda 

¡m _j7 

6. u(x) = Vx^2 


7- f(x) = 


x 2 - 4 


8 - y= V x(x- 


En los problemas del 9 a l u i „ 

9. g(x) - Cl d0 " ,Mo ie la función dada. 


/9^ 


10. y = 



II u. \ A 



II 

l 
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12. y = 


4-V13 




14. y 


= 4 fUI 

\ x-3 


En los problemas 15 y 16, hallar el dominio, el rango y graficar la función: 

■\f^x si x < 0 

16. f(x) = i 


15. g(x) 


x si 0 < x <2 
■\¡x - 2 si x > 2 


|= Jl x | si | x | < 1 
l 1 si | X | > 1 

17. Probar que: 

a. Si el gráfico de f es simétrico respecto al eje Y, entonces f es par. 

b. Si el gráfico de f es simétrico respecto al origen, entonces f es impar. 

18. Si f(x + 1) = (x - 3) 2 , hallar f(x - 1). 

19. Hallar la función cuadrática f(x) = ax 2 + bx tal que f(x) - f(x - 1) = x, VxeR. 


20. Un hotel tiene 40 habitaciones. El gerente sabe que cuando el precio por 
habitación es de Bs. 30.000 todas las habitaciones son alquiladas, pero por cada 
5.000 bolívares de aumento una habitación se desocupa. Si el precio de 
mantenimiento de una habitación ocupada es de Bs. 4.000. Expresar la ganancia 
del hotel como función del número x de habitaciones alquiladas. 

21. Cuando la producción diaria no sobrepasa de 1.000 unidades de cierto artículo, 
se tiene una utilidad de Bs. 4.000 por artículo; pero si el número de artículos 
producidos excede los 1.000, la utilidad, para los excedentes, disminuye en Bs. 10 
por cada artículo que excede los 1.000. Expresar la utilidad diaria del productor 
como función del número x de artículos producidos. 


22. Una finca está sembrada de mangos a razón de 80 plantas por hectárea. Cada 
planta produce un promedio de 960 mangos. Por cada planta adicional que se 
siembre, el promedio de producción por planta se reduce en 10 mangos. Expresar 
la producción p(x) de mangos por hectárea como función del número x de plantas 
de mango sembradas por hectárea. 


23. Para enviar cierto tipo de cajas por correo la administración exige que éstas sean 
de base cuadrada y que la suma de sus dimensiones (largo + ancho + altura) no 
supere los 150 cm. Exprese el volumen de la caja, con máxima suma de sus lados, 
como función de la longitud del lado x de la base. 


24. Un alambre de 12 m. de largo se corta 

en dos pedazos. Con uno de ellos se I- 12- 1 

forma una circunferencia y con el otro —--1- 

un cuadrado. Expresar el área encerrada 
por estas dos figuras como función del 
radio r de la circunferencia. 

25. Un triángulo isósceles tiene 36 cm. de perímetro. Expresar el área del triángulo 

como función de la longitud x de uno de los lados iguales. 


0 □ 
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C*fHtaU i 


í '*o«te 


2«». .: >r'riM Jf '* Je pe -vtro : ene a forma 

je «a rtvtmgato coronado per m serme imito 
Expresar el arri de b ventana corno fi«v:oo del 
ancho v 


ln fihr-cinft de encases ccnstruse 
caos mr ana udl.cando bmnas de 
canon rectangulares de SO cm de 
largo nor 50 cm. de ancho Para 
\vna ia caía, de las cuatro esc -unas 
de cada taruma se rcoúru un pequeño 
cuadrado y tueco se doblan -as cetas, 
como indica b f eúra. 




Evpresar el vohanen de! cmasc como función de b longitud \ de: lado de 

cuadrado cortado 


2' se l . •. pnrr.rr jm ! b:.\ en el cual cace ragma 
once ' cm de ~¿rge~ s^per '«■. 3 crr. de mareen 
inferior \ 2 cm de “urgen a cada lado. El texto 
dehe o; „pax un anea de 252 erm 
E\ presa: d ~ea de cada pierna como función del 
ancho x Je! rectángulo impreso 



2° I r :runguk> r.vjsoe es se inscribe er. un 
rad.o 5 cm. HaiLar una función que ; 
per.me::.'P Jt tnaiu..io en términos de! 

-'®- EVí una lamina circr .ar de rae .o 10 
cm se corta un sector para construir 
una copa comea. Hallar una función 
que exprese ei vo.umen ce ¡a copa 
en. términos de! angelo cea mal 0 EJ 

ve lumen del cono es \ = i xmh 

* 

31. Ei angaio de inclinación de una recta 



-o mtersecta el segundo cuadrante e- 


de 4 r*d Hallar su ecuación sabiendo que su distancia al origen es d. d 




° . g * fi0 0dc 001 *J*) podemos obtener, mediante 

o ¿cenemos. k» gráficos dé las siguientes funciones 
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y = f(x) + c, y = f(x) - c, y = f(x + c), y = f(x - c), 

y = -f(x), y = f(-x), y = cf(x), y = f(cx), 

donde c es una constante positiva. 

Las transformaciones sugeridas son de tres tipos: 

1. Traslaciones verticales y horizontales. 

2. Reflexiones. 

3. Estiramiento y compresión. 


TRASLACIONES VERTICALES Y HORIZONTALES 


Sea c > 0. Para obtener la gráfica de: 

1. y = f(x) + c, trasladar la gráfica de y = f(x) 

2. y = f(x) - c, trasladar la gráfica de y = f(x) 

3. y = f(x + c), trasladar la gráfica de y = f(x) 

4. y = f(x - c), trasladar la gráfica de y = f(x) 


c unidades hacia arriba, 
c unidades hacia abajo, 
c unidades a la izquierda, 
c unidades a la derecha. 


EJEMPLO 1. Utilizando la gráfica de la función y = | x | (ejemplo 6), graficarks 
funciones: 


Solución 
a. y = | x | + 2 


a. y = | x | + 2 b. y = | x | — 3 c. y = | x — 1 | d.y = |x + 2 


c. y = | X - 1 I d. y = | x + 2 | 






REFLEXIONES 
Para obtener la gráfica de: 

1. y = - f(x), reflejar la gráfica de y = f(x) en el eje X. 

2. y = f(—x), reflejar la gráfica de y = f(x) en el eje Y 
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,— r^rcTpT n ¿1 Utilizando las gráficas 
sigu ientes funciones: 


de y = I x | y la de la y = V~x , graficar l as 


a. y 


= - x 


b y = ^ 


Solución 

a. La gráfica de y 


• j eie X la gráfica de y - | x | 

__ U | se obtiene renejando en el eje X 

n .;„ B r n en el eie Y la gráfica de y = sT* 


b. La gráfica de y : 


y -1 * 1 


■- 1*1 


a. y 


= - x 


ESTIRAMIENTO y COMPRESION 


Sea c una constante positiva: c > 0. 

, Para obtener la gráfiea de y - cf(x), modificar verticalmente (alargar o 
^ comprimir) 6 con factor c la gíáfica de y - «*)• Esta mod, frcac.cn es un 
alargamiento si c > 1 y es una compresión si 0 < c 1 

2. Para obtener la gráfica de y = f(cx), modificar horizontalmente (comprimir 

o alargar) con factor - la gráfica de y = f(x). Esta modificación es una 
c 

compresión si c > 1 y es un alargamiento si 0 < c < 1. 


Una argumentación sobre la validez de estos criterios la presentamos en el 
problema resuelto 6. 


[EJEMPLO 37] Utilizando las gráfica de y = y¡ 1-x 2 graficar las funciones 
a.g(x) = 2>/ 1 -x 2 b. h(x) = - yj 1-x 2 

Solución 

La gráfica de y = i/LI 7 e s la parte superior de la circunferencia x 2 + y 2 = 1 

a. En este caso c * 2 >,. Luego, la gráfica de g(x) = 2 j/T-"x 2 ^ se obtiene estirando 
vertrcalmente con factor c = 2 la gráfica y-/fv 


Caplh 


b. Et 


^ Y 

II 






X 

b. 

il 

'ti 

1 


S 


s 

a 






























■ 
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b. En este caso c = — < 1. La gráfica de h(x) ^ 


de h(x) = — V 1 — x 2 se obtiene comprimiendo 


verticalmente con factor c = ~ la gráfica y = V l-x" 


Y 

1 

r 


-i 

1 X 



Y 


1 


1/2 


-1 

1 X 


1 =V 1-: 


a. g(x) 


= 2 V 1-x 2 


b. h(x) = —V 1-x 2 
2 


EJEMPLO 4. 


Utilizando las gráfica de y = 
a. g(x) = V l-4x 2 



b. 


graficar las funciones 



Solución 

a. Tenemos que g(x) = V l-4x 2 = l-(2x) 2 . Luego, por la regla 2, para el caso 

c = 2, concluimos que la gráfica de g(x) = V l-4x 2 se obtiene comprimiendo 
horizontalmente con factor c = 1/2 la gráfica y = v 1-x 2 


b. Tenemos que h(x) = 1- \ 2 /a = l-(x/2) 2 . Luego, por la regla 2, para el 

caso c = 1/2 la gráfica de h(x) =yj l-x 2 /4se obtiene estirando 

1 1 /- T 

horizontalmente con factor - =- = 2 la gráfica y = V 1-x 

c 1/2 


























































Capítulo I- Funciones Real** 

„. nE funciones 
ALGEBRA v diferencia f - 6. '> producto de 

, fvc la suma f + S’ 

Dadas las «iones reales f y * se definen asli 

„n número r por una (unco" y , „„ número real. 

essw> se “ fy ; ) T.l^ g )=^ nDom < g) - 

a. (f + g)W ” fW + g< *’ D „ m(f . g ,.Dom(nnDom, g ). 

b - «-*» '«* -* ' p om(fg) = DomtO O Dom(g)- 

c. (fg)« " «** * ’ Doro(r0 >Dom(0- 

Dom( " ) * Dom(0 O Dom(g) - {x / gW = °i • 

e - U r íw’ 

^ 0 / --—t _ _ -T.n^/^irvríf^Q' 


_ _ /TT 2 " y r =5, hallar las funciones-. 

^g^gsifdo^H.sW" f e í 

a. f+g b ' f - B C ’ S 

Solución 

Hallemos los dominios de f y de g: 

x e Dom(f) « x>0. Luego. Dom(f) 10 .*) 

xoDom( g )«9- X 2 >0«^<9 0-3<x<3. 

Luego, Dom(g) = [ _ 3, 3]. 

La intersección de estos dominios es: 

Dom(í) fl Dom(g) = [0, +oo) H [-3, 3] = [0, 3]. 

Ahora, 

a. (f+g)(x) = f(x) + g(x) = Vx+ \ 9-x 2 .condominio = [0,3]. 

b. (f- g)(x) = f(x) - g(x) = Vx - a/ 9-x 2 , con dominio = [0, 3]. 

c. (fg)(x) = ílx)g(x) = Vxa/ 9-x 2 = a/ 9x-x 3 , con dominio = [0, 3]. 

I 

d. (5f)(x) = 5í(x) = 5x|x , con dominio = Dom(f) = [0, +oo) 

. Vi 

gW " 7 H 


Capitulo 


V g 


: ~*\J 9 _ x 2 y con dominio = [0, 3] -{3} = [0, 3) 


Ot 

intet 
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COMPOSICION DE FUNCIONES 



Dom(f o g) = {x e Dom(g) / g(x) e Dom(f)} 

Observar que para que se pueda tener la compuesta f o g, el rango de g debe 
intersectar al dominio de f. 


1 = 0 }. 

iones: 

f 

— 

e 


[0,3J 


Dom(gof A 


Dom( 0 \ 



"N. f 

X. Rang(0 

_ • 


Rang(g )J 

f(g(x)) 


Dom( g)> 


fog 


EJEMPLO 6.] Si fljx) = Vl-x 2 y g(x) = 7 hallar: 


Solución 


a. f o g b. g o f. 


c. gog 


d. fof 


a. (fog)(x) = ftg(x)) = fíl/x) = V l-(l/x) 2 = V 1-1/x 2 

b. (goO(x) = g(f(x)) = g(V 1-x 2 ) = 


Vl-x 2 


c. (g o g)(x) = g(g(x)) = g(7 ) = 77 - = x 

A 1 / X 


d. (fo f)(x) = flffix)) = f(V 1 - x 2 ) = y] 1 - (a/T^x 2 Y = V"x^ = I x I 
(gof)(x) = 4x 2 + 7 ^ 16x 2 -40x + 28 = (fog)(x) 

Este ejemplo demuestra que la composición de funciones no es conmutativa. 
Esto es, (g o 0 * (f o g)- En efecto: 


(g o f)(x) 


* V1-1/x 2 * 


Vl-X 2 


= (fog)(x) 
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_x- gW -x’ y VA**-*•**“ 
[FirMFLÓTI Si IW t + x bfo l,og c.hogof 

a.fog° h 


a .fog°» ^ (x _ 2)3 

s 0 " 1 '*" , «m,,»- ng(M«)))* Rí(x ' 2>) * w *” 2> ’' 1+(x - 2 '‘ 

a.(fogoh)(x) = (fogK h W ) 

= f(x 3 - 2 ) = YTx ^2 x - 1 x \ 3 \ 

X__ 9 

,_jl_) 3 _2 = ■—~ 

- V1+x ’ 


-5 

FJFMPLÓ871 Si F(x) - 


¿U hallar tres funciones f, g y h tales que 
; 2 ' 3 ’ 

F = fogoh 


olución 


i y h(x)-x ! -3. se tiene; 

(fogoh xx) -(f.gKKx»- mm ))- M* - 3) ) = <Vx J -3 ) - ^ 

;sus funciones no so» únicas. Las siguientes funciones también sat.sfacen =1 
juerimiento: 

fl(x) = Í, g(x) = x - 3 y h(x) = x 2 


Capitulo 

b. La y 
hori 


a. 


1 PRi 

Solu 

Past 

Pas< 

Pa« 

Pa 


PROBLEMAS RESUELTOS 1.2 


1 PROBLEMA - !? 


Usando la gráfica de y = [x ], ejemplo 5 sección 1.1, y usando 
las técnicas de la transformación, bosquejar la gráfica de 


a. y = [-x ] 

Solución 


b. y =[x/2 ] 


El gráfico de) [ *] se obtiene reflejando en el eje Y el gráfico de y = {x|. 
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'“«le-, 

[prob lema 3.1 Teniendo en cuenta la gráfica de y eos x y usando | 

de la transformación de gráficas, bosquejar la gráfica de^ 0 "' 03 ' 

a. f(x) = 2cosx b. g(x) = eos 2x 

Solución 

a- La gráfica de la función f(x) = 2cos x se obtiene de la gráfica de v = 

—*:_jt—i -1 • « " y Co$ 


estirándola verticalmente, con un factor de 2. 


x, 


b. La gráfica de g(x) = eos 2x se obtiene de la gráfica de y = eos x, comprimiendo! 

horizontalmente, con un factor de — . 

2 




f(x) = 2cos x 


g(x) = eos 2x 


Observar que el periodo de g(x) = eos 2x es jt, que es la mitad del periodo de 
y = eos x. En general, el periodo de y = eos ex es —. 


PROBLEMA 4. Sea la función h(x) 

a. Hallar el dominio de h 


= V 4-x 2 + 


4 - x 2 


c »p¡» 


m 


So 

a. 

b. 


b. Hallar dos funciones f y g tales que h = gof 

Solución 

a. Para que V 4-x 2 sea real debemos tener que 4 - x 2 > 0. Además, como 4-x 2 
aparece como un denominador, debemos exigir que 4 - x 2 1 0. Uniendo las dos 
condiciones debemos tener que: 

4 - x 2 > 0 <=> x 2 < 4 <=> | x | < 2 O -2 < x < 2. 

Luego, el dominio de h es el intervalo (-2, 2). 

b. Si f(x) = 4 - x 2 y g(y) = sfy + —, tenemos que 

y 

(g o o (x) = g(f(x)) = g(4 - x 2 ) = V 4-x 2 + 1 


4 - x~ 


= h(x) 


c 
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^ñ BLÉMA571 Sea g(x) = x - 1 y 
^ a. Hallar una función p tal que g o p ^ 

b. Hallar una función f tal d uc f °S' h 

Solución L , . _/ x a _ i »x 2 => f* x > 

a . goP = h => gCp<x)) = h(x> => P< x > 

b. fog-h => «S(*»' h W =* nx " 0 " . 

Luego. 

Solución . „ « x \ Si a la ordenada de 

1. Tomemos cualquier punto (x, f[x)) del [ x ¿to (x, cf(x)), que está en a 

este punto lo multiplicamos por c, obtenem J ¿ de i os puntos (x, í\x)) 
gráfica de y = *x). ^ ^ verticalmente con factor c 

por c significa alargar (si c > 1) o comprar 

la gráfica de y = flx). _ , g i a la abscisa de este 

■ i™™ r.t—v:... 

de y = fl[x). 


PROBLEMAS prop uestos \ 2 _ 

I. Usando la grata de f(x)- x 3 , bosquejar los gratas de: 

,.y-x 3 -3 b. y-(x-1) 3 c. y--x+l«.y V* 

•.Usando la gráfrea de «x)-; .bosquejarlos gráfreosde: 


, 3 +1 


a. y 


i -2 b. y = ^ c * y = "" d - y x-2 +5 


3. Usando la gráfica de y = [x], bosquejar el gráfico de. 

*• y--[x] b * y"l 2x l c ‘ y " 2^ 
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1 

v las técnicas de traslación y 
y =: sen x y 

1 - sen (x — 2 

24. F<* 

usando las técnicas de la transformación de 

27. Si 1 

> _ 3cos 4x. 

28. Si 
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4. Utilizando la gráfica de la función y 

reflexión, graficar la función y 

5. a. Considerando la gráfica y - c ° s x ^ 

gráficas, bosquejar la gráfica de y 
b. ¿Cuál es el periodo de y - ^ ^ „ s(w ,,„ w 

En les problemas 6, 7, S hallar ’ 8 

dominios. 

6. f(x) = —-— > g(x)=x/"2-* 

1-x 

, gW = 3 ' 

.2 


7. f(x) = ^ 


x 2 -4 


1-x 

8. f^x) = -J== > B( x ) = ^ 


Í4-x‘ 


9. Hallar el dominio de la función f(x) ^ ^ 

10. Hallar el dominio de la función f(x) V"* y[x + 2 


11. Hallar el dominio de la función g(x) - x 2 -9 

En los problemas del 12 al 16 hallar fog,gof,fof y go g, con sus respectivos 

d0mÍ " Í0S - 2 , r 13.flx) = x 2 , g(x)=V^ 

12. fl(x) = x 2 -1, g(x) - -v/x 1 

2 / \_ 1 15. f(x) = '¡—", g(x) = ^/x 

14.fl(x) = x 2 -x, g(x) = — 1-x 

A 


16. fl(x)=V x 2 -1 , g(x)=^x 

En los problemas 17y 18 hallar f o g o h. 

17. fIx)=V^,g(x)=i,h(x) = x 2 -l 18. f(x)=V^, g(x)=-^. h(x) = x 2 -x 

19. Si f(x) = , hallar, con su respectivo dominio, f o f o f. 

En los problemas del 20 al 23 hallar dos funciones f y g tales que F = f o g. 

20. F(x) = y-^ 21. F(x) = -3 + v/x 

22. F(x) = i/ (2x-l) 2 23. F(x) = . , 1 

*S Jx ¿ - X + 1 

En los problemas 24, 25 y 26 hallar f, g y h tales que F = f o g o h. 


Se 
A u 

cad 

nue 

po 

1 

co 

3 

e: 

fi 

















melones R eales 

traslación y 
formación de 

respectivos 


espectivos 

k-4 


2 

X -X 


°g- 
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24. F(x) = 


25. F(x) = K + 1 x I + 1 


1 + x' 


27. Si fíx) = 2x + 3 y h(x) = 2x 2 - 4x + 5, 


26. F(x)= 

hallar una función g tal que fog 


28. Si f(x) = x - 3 y h(x) = T T i , hallar una función g tal que g. 


f=h. 


SECCION 1.3 
FUNCION INVERSA 

Sea f: A -» B una función con dominio A y rango B. f asigna a cada * 

A un único elemento y de B. En caso de ser posible, queremos invertir-a* « ^dec.r a 
cada y de B regresarlo, sin ambigüedad, al elemento x de A de donde provino. A esta 
nueva función, con dominio B y rango A, se la llama función inversa de f y se denot 

f-i 

P No todas las funciones tienen inversa. Así, de las dos funciones f y g dadas a 
continuación, sólo f tiene inversa. La función g no la tiene debido a que el elemento 
3 proviene de dos elementos de A, a y c. La función inversa de g tendría que asignar 
estos dos elementos a 3, pero esto no es posible porque viola \a definición de 
función. 





Las funciones, como f, que elementos distintos del-dominio asignan valores 
distintos del rango, se llaman funciones inyectivas. Estas son las funciones que 
poseen inversa. 

DEFINICION. 1 Una función f: A -» B es inyectiva o función uno a uno si: 

X,* X 2 => f (Xi) * f(x 2 ) 

Es decir, si a elementos distintos del dominio, son asignados 
elementos distintos del rango. 

Para determinar si una función real de variable 
real f es inyectiva contamos con el criterio de la 
recta horizontal, que es similar al criterio de la 
recta vertical usado para determinar si el gráfico 
de una ecuación corresponde al gráfico de una 
función. 
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Keai*, 


Si una recta horizontal corta al gráfico de f en dos puntos, como indica la f, gu 
entonces existen dos puntos X| y x 2 del dominio de f tales que y = f(x,) = f( x ^ j, *■ 
implica que f no es inyectiva. Esta deducción nos ilustra el criterio antes mencionado 0 


CRITERIO DE LA RECTA HORIZONTAL, 


Una función real de variable real f es inyectiva si y sólo si toda recta 
horizontal corta al gráfico de f a lo más en un punto. 


Mostrar que la función f^x) = x 3 es inyectiva. 

Solución 

Toda recta horizontal corta al gráfico de f(x) = x 3 
exactamente en un punto. Luego, el criterio de la recta 
horizontal nos dice que esta función es inyectiva. 


EJEMPLO 1. 



EJEMPLO 2. a. Mostrar que la función g(x) = x 2 + 2 no es inyectiva. 


b. Restringir el dominio de g para obtener una nueva función f que 
sea inyectiva. 

Solución 

a. Aplicando el criterio de la recta horizontal vemos que existen rectas horizontales 
que cortan al gráfico de g(x) = x en más de un punto. 

b. Sea f la restricción de g a [ 0,+oo). Esto es, f (x) = x 2 + 2, con x > 0. es 
inyectiva 




EJEMPLO 3. 


Si fes monótona (creciente o decreciente), entonces f es 

inyectiva. 


ErificoTf alo ° T deCrecie " te - ent0 " c « '“da recta horizontal cortará al 

fes inyectiva VCZ ‘ UC S°’ c l criterio de la recia horizontal nos asegura qut 
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DEFINICION. | Sea f: A -> B una función inyectiva de dominio A y .nngo B. S._ 
llama función inversa de f a la función 

f - ': B A tal que 

x = f-'(y) <=> y = f(x) (1) 

La expresión (1) anterior es equivalente a 

f _1 (f(x)) = x, V x e A y f(f ‘‘(y) ) = y> v y e B 

En efecto, si en x = f "'(y) reemplazamos y = f(x), obtenemos x - \f ( f ( x >- 

Similarmente, si en y = f(x), reemplazamos x = f' (y)> obtenemos y ( (y))- 

OBSERVACION. | No confundir f _1 (y), con el cociente Para evitar 


( 2 ) 


ambigüedad, al cociente —lo escribiremos así: [f(x)l 

I (X) 

ESTRAREGIA PARA HALLAR LA INVERSA DE UNA FUNCION 

Paso 1. Resolver la ecuación y = f (x) para x en términos de y. x f (y), 

Paso 2. En x = f "‘(y), intercambiar x por y para obtener, finalmente, y = f (x) 


se 


GRAFICA DE LA FUNCION INVERSA. 

En vista del paso 2 donde se intercambia a x por y, la gráfica de la función inversa 
obtiene reflejando la gráfica de y = f(x) en la diagonal y - x. 




EJEMPLOTl Hallar la función inversa de f(x) - x + 2, x > 0. Graficarla. 
Solución fbo»* 1 *:, xüo 

Paso 1 . y = x 2 + 2 => x 2 -y-2=> 

x =± 77^2 


Como x > 0, tenemos x-J y-2 


Paso 2. En x = /y - 2 intercambiamos x por y 
obtenemos: f ’(x)= V x-2,x > 2 
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Cap 


K 


9 


4x4-7 
2x4-5 

a. Hallar el dominio de g. 

b. Hallar la función inversa g 


-1 


So,ución c/9 i neeo, Dom(g)= { x/x * 

a. Debemos tener que 2 x 4-5*0 =>x* • 

K _ , _ 4x4-7 2xy + 5 y = 4x + 7 => 2xy-4x= ' 5 V + 7 

b. Paso 1. Y = - 7 

e _ -5y 4-7 

=> x(2y - 4) = - 5y +7 => x- 2y _ 4 


2x4-5 


-5x4-7 


Paso 2. Intercambiamos x por y obtenemos: g (x) 2x _ 4 

-5x4-7 


g(x) = 


4x4-7 

2x4-5 


- 5/2 


g -1 (x) = 


2x-4. 


'- 5/2 


1 2 


Teniendo en cuenta que la gráfica de f'se obtiene reflejando en la diagonal 
principal la gráfica de f, se deduce los siguientes resultados: 

a. Si f es creciente, entonces f es creciente. 

b. Si fes decreciente, entonces f 1 es decreciente 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.3 

Hallar la función inversa de cada una de las siguientes funciones. Graficarla. 


1. f(x) = 2x4- 1 

4. k(x)= -- 1 
x 



2. g(x) = x 2 - 1, x > 0 

5. f(x) = y¡ 16-2x 

7. Probar formalmente que: 

a. Si f es creciente, entonces f -1 es creciente. 

b. Si fes decreciente, entonces f -1 es decreciente 


3. h(x)= x J 4- 2 


6. g(x) = 


5x-15 

3x4-7 


5 3 2 

































*on, 






'PS 


Capítulo 1 . Fundones Reales 


35 


-S / 2 j 


diagonal 


_ SECCION 1.4 

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 

Las funciones trigonométricas no son inyectivas. Restringiremos el ^°™f unc ¡¿ n 
cada una de ellas para conseguir esta propiedad y, de este modo, °^ rar ntamos a 
inversa. Estas funciones restringidas y sus respectivas inversas las pr 
continuación. 

FUNCION SENO INVERSA O ARCOSEN 

r 7t 71, _ . . ., - 1 • [_1 11 - * [-71/2,71/2] 

scn:[--j,y]—>[-1,1] sen . L _1 > L 




y = sen x 


y = sen 1 x 


eos : [ 0 , 7 r] 


FUNCION COSENO INVERSA O ARCCOS 
1 , 1 ] eos - ':[-!,!]—► [ 0 , ff] 



FUNCION TANGENTE INVERSA O ARCTAN 

tan : (-tt/2, n/2) —»IR * an “ 1 '• R * ("^2, vJ2) 
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cotangente inversa o arccot 

cot 1 • R * ( 0, 71 ) 





Capitulo 1 


jOBSEI 

\ug 

nue 


pa 


EJE1\ 


y = COt * X 


FUNCION SECANTE INVERSA O ARCSE 

^ ,N - 1. IR _ (—\ n—»[ 0, 7t/2) U [7t, 371/2) 

c:[ 0, tc/2) U [tc, 31T/2) - (-1,1). sec -R H-V 

y = sec ■ '(x) o x = sec y, 0 < y < n/2 



LA FUNCION COSECANTE INVERSA O ARCCOSEC 


cosec: ( 0,7i/2] U (7t, 3ti/2] > R-( 1,1). 

‘ y = cosec' 1 (x) o x = cosec y, 



cosec IR- (-1, 1)—>( 0,7i/2] U (tc, 3ti/2] 
0 < y < 7t/2 ó ti < y < 3n/2 



y = cosec ’x 


y = cosec x 
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OBSERVACION. I Algunos autores restringen la secante a [ 0, rc/2) U (n/2,n ] e n 


lugar de [ 0» ft/2) U [n, 37r/2), como lo hemos hecho nosotros. La escogencia 
nuestra tiene la ventaja que simplifica la fórmula de la derivada de la función y 


- sec 1 x, ya que evita la aparición de un valor absoluto. Sucede un caso similar 
para la cosecante. 


EJEMPLO I. 


a. «en-lij.* yaque sen! = I y s* < ” 
1 6 6 2 2 6 2 


b. eos 1 


í 


3. ’in y¡2 . 3n 

—— = —, ya que eos — =-y 0 < — <n 

2 4 4 2 3 4 


„ _ _-l / - \ n f n 7t n n 

c. tan (-1 ) = -, ya que tan-= -1 y-<-< — 

( 4 J J 2 4 2 

d. cot -1 (--y/3 , ya que cot^^-j = -V3 y <n 

-1 / _ \ 7t / 7T ^ „ 7t 71 

ec (2)= — , yaque cosec — =2 y 0 < — < — 

6 V 6 ) 6 2 


e. eos 


PROBLEMAS RESUELTOS 1.4 


PROBLEMA 1. 1 Hallar a. sen (tan 1 (1/2 )) b. tan (sec 1 (— 5/3)) 


Solución 


-1 , 


Con estos valores, tomando en cuenta la definición 
de tan a, construimos el triángulo rectángulo adjunto. 
Vemos que: 

sen (tan -1 (l/2)j = sen a =1/V~5 

b. Sea P = sec -1 (-5/3) . 

Luego, sec P = -5/3 y 7t < p < 3n/2. 

Ahora, 

-4 4 


>. Y 


1 


2 

X 


tan (sec 1 (-5/3) ) = tan P = 


-3 
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b. sec (sen 'x) 


PROBLEMAS Si -15x51, expresar en términos de x: 
a. cot ( sen ‘x) 

jlución - 7 t /2 ^ a ^ ti/2 

Sea a»sen _l x .Luego, sena-x,don 

- i construimos ei primer triángulo rectángulo s, x > o * 
Observando que sen a , . est0 y 1 a la hipotenusa. El otro 

el segundo, si x < 0. Allí, x corresponde P_ ^ ^ ^ ^ 

cateto aplicando el teorema de Pitágoras, es 

cateto, ap -r- _ ^ raíz corresponde a eos a y eos a > 0 


cuando -n/2 á ce <n/2. 


Ahora, 




V 1-x 2 


a. cot( sen- 1 x) = cota= ^-!_±_,six^0 ó cot ( sen ’x) 0, si x 0 

, 1 

b. sec (sen *x) = seca- j= 




PROBLEMA 3.1 Hallar, sin calculadora, el valor de 

[cot -1 (-5/12 ) - eos -1 (3/5 ) ] 


sen 



Solución 

Sea a= cot - *(-5/12 ). Luego, 

cot a = -5/12 y n/2< a<n 

Sea P = eos -1 (3/5). Luego, 

eos p = 3/5 y 0 < p < 71/2 
Ahora, 

sen [cot _1 (-5/12 ) - cos _1 (3/5 ) ] 


E2ÓÜMaT| Resolver la ecuación ta n -'(2x - 3 i = i 

Solución ' 


„ 

K 1 

W 
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tan -1 ( 2x - 3 ) = 1 <=> 2x - 3 = tan ( 1 ) 
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Mediante una calculadora hallamos que tan ( 1 ) - 1,5574077. Luego, 
2x - 3 = 1,5574077 => x = ^ (1,5574077 + 3 ) = 2,787038 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.4 


En los problemas del 1 al 9 evaluar las expresiones indicadas sin usar 
calculadora. 


1. sen 1 (V3 / 2 ) 
4. tan 1(-V"3 ) 


2. sec \-V~2 ) 
-L 


3. eos *(-l) 


6. cosec ^(-2) 


e. cosec y 


e. cosec y 


e. cosec y 


I''.' ' 



5. cot (-1) 

7. Dado y = sen -1 (1/3) hallar el valor exacto de 

a. eos y b. tan y c. cot y d. sec y 

8. Dado y = sec -1 (VJ /2 ), hallar el valor exacto de 

a. sen y b. eos y c. tan y d. cot y 

9. Dada y = tan -1 (-3) hallar el valor exacto de 

a. sen y b. eos y c. cot y d. sec y 

En los problemas del 10 al 13 hallar el valor exacto de la expresión indicada. 

10. sen (cos _1 ( V"3 /2 ) ) H- cosec ( tan -1 (-2 ) ) 

12. sen ( tan -1 ( -3/4 )) 13. tan (sen" \ -3/4)) 

En los problemas 14 y 15 hallar el valor exacto de la expresión indicada 

14. sen _1 ( eos (-n/6) ) 15. tan" *( tan (4tt/3 ) ). 

En los problemas del 16 al 19 hallar el valor exacto de la expresión indicada. 

16. eos (sen -1 (1/3) + tan -1 (l/3)) 17. sen (2cos(l/3)) 

18. tan(2sen -1 (-V3 /2)) 19- eos((1/2)sen -1 (5/13)) 

En los problemas del 20 al 23 hallar las expresiones algebraicas 
correspondientes 


20. sen (tan \x) ) 

22. sen ( eos ) 

Resolver las siguientes ecuaciones: 


21. tan (sen \x) ) 


- 1 , 


23. eos ((1/2) eos (x)) 


■, ¿i' 
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LEVES DE LOS EXPONENTES 

. reales está conformado por la unión 

Recordemos que el conjunto de los números r^^ rac¡ona |e 5 , conjunto de 
de dos conjuntos disjuntos: El conjunto si y s 61o si éste tiene una 

ios números número real es irracional s, y s61o s, éste 

expresión decimal periódica. En camb ^^ 

tiene una expresión decimal m :, iv0 y x es cualquier número 

Queremos definir a' , donde a es . La dificultad aparece cuando x es 

real. Para x racional, la situación no es> cornp^ a - per0 este es un concepto 

Sin embargo, trataremos d. presentar un, 
presentación intuitiva. Veamos, en primer lugar, el caso de a , cuando x es un 
racional. 

Sea a un número real positivo y x un número irracional. 

1. Si x = n, donde n es un entero positivo, entonces 

a x = a" = a a ... a 

2. Si x = 0, a° =1 

3. Si x = - n, n es un entero positivo, entonces a~ n = 

a n 

4. Si x = m/n , donde m y n son enteros positivos, entonces 

a» = a m /., ‘-[¡T . 


EJEMPLO 1. 
a. 4 3 = 4.4.4= 64 


c. 4 


-3 _ 1 


64 


b. 4 o = 1 

d ‘ 4V2 ■ i *' 11 ) 5 - ( s /5) 5 =(2) : 


Capí! 


el < 
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I 

cif 


SI 


t 
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Ahora veamos el significado de a x cuando x es irracional. Lo hacemos mediante 

el caso particular de 2 n . El número n es uno de los números irracionales más 
conocidos, que apareció en la Geometría, en el estudio de la circunferencia. 

El número 7t tiene un desarrollo decimal infinito no periódico. Sus 30 primeras 
cifras son: 

n = 3,141596253589793238462643383279... 

Considerando esta expansión decimal de n construimos las dos siguientes 
sucesiones de números racionales: 

1) 3,1 3,14 3.141 3,1415 . . .y 2) 3,2, 3,15 3,142 3,1416. . . 

Los términos de la primera sucesión se aproximan a 7 i por la izquierda (menores 
que 7i). Los términos de la a segunda sucesión se aproximan a 7 t por la derecha 
(mayores que n ). 

Ahora, las sucesiones anteriores, permiten aproximamos a 2 n por la izquierda y 
por la derecha, con las siguientes potencias racionales: 

3,1 <71 <3,2 => 2 3 ’ 1 <2* <2 3 ' 2 

3,14 < 7i < 3,15 => 2 3 ,u <2* <2 3,1s 

3,141 <7r< 3,142 => 2 3-141 <2* <2 3 ' 142 

3,1415 <7i <3,1416 => 2 314 ' 5 <2* < 2 314 ' 6 

Se prueba, haciendo uso de las propiedades básicas de los números reales, que 
existe un único número real que es mayor que todos los números: 

23.i < 2 3 - 14 < 2 3141 < 2 3-1415 
y menor que los números: 

23.2 < 2 3 4 4 < 2 3 - 141 < 2 31415 


A este único real se lo denota por 2 71 . 

Algunas calculadoras nos dicen que 

2 71 = 8,824977827 

Este proceso anterior que nos permitió definir a 2 71 podemos repetirlo para definir 
a *, donde a es cualquier número real positivo y x cualquier número irracional. 

El siguiente teorema resume las propiedades de los exponentes. La demostración 
de estas propiedades, para el caso de exponente racional, no es de gran dificultad. Sin 
embargo, para el caso de exponentes irracionales, la situación no es simple. Por esta 
razón, al teorema sólo lo enunciamos, omitiendo la demostración. 


TEOREMA 1.1 


Leyes de los Exponentes 

Sean a y b números reales positivos, y sean x e y números 
reales cualesquiera. Se cumple que: 
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3 3/2 = = 3 (3/2)-(l/2)= 3/2 =3 

*• "7f 3 l/2 

( 3 2/3 3I/6) 6 = 3(2/3 )6 > 3 (l/6)6 = 3 4 . 3 


1 _ 34+I = 


3 5 = 243 


LAS FUNCIONES EXPONENCIALES 


DEFINICION. Sea a un número real tal que a > 0 y a í 1. La función 
exponencial con base a es la función 
f: K -> R + , 

f(x) = a x 

EJEMPLO 3. A continuación mostramos los gráficos de: 

x 


1. y=2 x 2. y=5 x 


3. y - i| = 2 


-x 


4 . y = 


Todas las gráficas pasan por el punto (0 1) 
debido a que a°= 1. ’ 

Si a > 1, a medida que la a a umenta, la 
función f(x) = a x crece más rápidamente. 

En la definición de l a n 
exponencial, se ha eliminado la base a =T,*ya 

que en este caso, ffx) = 1 X = 1 , 

horizontal v = 1 1 f» e s 1 a r ecta 

comportamiento muy simple vm! Ü- U ° 
los casos cuando a * \ P Y y dlstlnto a 


( 1 y 

<5> 


= 5 


- X 


Y 

(1/2)* (1/5)* 

\\ 

5 * 2 * 

1/ 


¡¿ 

0 

X 


Capfhi 


I 

1. E¡ 


2.1 
3. 1 
4.1 


Se 

1. 
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b* 


243 


a función 


= 5~ x 


PROPIEDADES DE I,A FUNCION EXPONENCIAL 

La función exponencial f(x) = a x tiene las siguientes propiedades: 

1. Es creciente si a < 1 y es decreciente si 0 < a < 1 . 



f(x) = a x , donde a > 1 

2. Dominio: IR, rango: IR + = (0, + oo ). 

3. Es inyectiva 

4. La gráfica de f corta al eje Y en (0, 1), ya que a° = 1. 



EJEMPLO 47| Mediante la técnica de traslación y reflexión, y teniendo en cuenta 
el gráfico f(x) = 2 X , dada en el ejemplo 3, esbozar el gráfico de: 

1. g(x)=2 x +2 2. h(x) = 2* -2 3. q(x) = -2 _x 

Solución 


1. Vemos que g(x) = 2 x + 2 = f(x) + 2. Luego, el gráfico de g(x) = 2 X + 2 se obtiene 

trasladando verticalmente el gráfico de fi(x) = 2 X dos unidades hacia arriba. 

2. Vemos que h(x) = 2 x ~ * 1 2 3 = f^x - 2). Luego, el gráfico de h(x) = 2 X_2 se obtiene 
trasladando horizontalmente 2 unidades hacia la derecha el gráfico de fi(x) = 2 X . 

3. Vemos que q(x) = -2~ x = - f(-x). Luego, el gráfico de q(x) se obtiene en dos 

pasos. Se refleja la gráfica de f en el eje Y. Luego, este se refleja en el eje X. 
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EL NUM ^ R ? s ^ on más abundantes que los racionales. 
Se demuestra que los núrT \ er °^'Achoca con nuestra intuición. Esto se debe a q Ue 
Sin duda, este es un resultado qu dos número s irracionales famosos: El 

los irracionales son poco con ■ un pape , fun damental en la Geometría y 
número n y el numero e. bi pr m ^ cá|cu , o A esta a | tura s, sin contar en nuestro 
en la Trigonometría y el segu - formulación precisa del número e. 

ÍÍS»irracional cn y as 2, pringaras ciPraa * „ 

expresión decimal, son 

e at 2,71828182845904523536 ... 

Este número de complicada definición, simplifica muchas fórmulas del Cálculo 
El nombre de e para este número fue dado por Leonardo Euler, probablemente por 
ser la primera letra de la palabra exponencial. 
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LA FUNCION EXPONCIAL NATURAL 

Se llama función exponencial natural 
a la función exponencial con base el 
número e. Esto es, a la función 
f:R—*IR + 
f ( x ) = e* 


Como e >1, la función exponencial 
natural es creciente. 



c. 


. 4/5 





tenemos 

1PROB 

SolUCH 

Si f i 

| PRO 




a. 


PROBLEMAS RESUELTOS 1.5 

PROB LEMA 1, | Simplificar las siguientes expresiones: 

3/2 -23 ( 9 4/5)3/S 


fe 


b. 




c. 


Solución 

e 3 / 2 fi 3/2 

a - ~r = 1 _ = e 3 / 2 - >/2 = e 2/2 = 


t 8 

V 27y 




J/2 


b. 




Solu 

T< 

E 

céni 







































■Or,l 


CS Rl 


Geor 


'* debé°a a,es - 
f ^osos : ^ 

r en lletr ' a y 
fras de r 

c Slj 


el C á'culo 
emente Por 
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, 20/40 


r 

to 

u» 

j 

3 3 


2 (3 )( 2 / 3 ) 

3 ( 37 ( 2 / 3 ) 


PROBLEMA 2. | Si h (x) - 3 x , hallar x tal que h (x) = 81 

Solución 


Como 81 3 , debemos hallar el x tal que 3 5x = 3 4 . Igualando los exponentes 

tenemos: 

4 

5x = 4 => x= — 


( I,c) 


PROBLEMA 3. Si f(x) = e kx y f (1) = 3, hallar f(5) 


Solución 

Si f (1) = 3, entonces e k =3. Luego f(5)=e k(5) =(e k ) s = 3 5 =243 


—► 

X 


29 


PROBLEMA 4. Te ofrecen un trabajo que dura exactamente un mes (30 días). 
Te dan a elegir entre dos formas de pago: 

a. 10.000.000 de Bs. al final del mes. 

b. 1 céntimo de bolívar por el primer día, 2 céntimos por el 

segundo, 4 céntimos por el tercero y, en general, 2 n_l céntimos 
por el día n. 

¿Cuál de las dos formas de pago te beneficia más? 

Solución 

Te sorprenderá saber que la segunda forma conviene más. En efecto 

30—1 

El primer día recibe 1 céntimo y el último día ( n = 30) se recibe 2 =2 

céntimos. Si S la suma total de todas los céntimos que se reciben, se tiene: 

+ 2 29 ( 1 ) 

Para hallar esta suma S, multiplicamos la igualdad anterior por la razón 2: 

2S = 2 + 2 2 + 2 3 + 2 4 . . . + 2 30 (2) 

Restando la igualdad (1) de la (2) obtenemos. 

S= 2 30 - 2 = 1.073.741.823 céntimos = 10.737.418,22 Bs. 

En consecuencia, conviene más la segunda forma de pago. 


S= 1 +2 + 2 2 + 2 3 + . 


























En , os ejercí de, ¡ “ ’ " " **' ^ '« «^«, 0B 


1. («O 174 

• r 


2. 8‘ 


3. (25 ) 3 / 2 


/ -\-l/2 

6 fiZ] 7 . ( 0 , 01 )-' 

i 16 y 



1 DEF1N1C 


En los ejercicios del 8 a113 simplificar las expresiones 



8. I-5- 


11 . 


2~ 3 2 5 


-3 


9. 


12 . 


3 3 3 5 

M 3 

Í2 4 ) l/3 

ísf^) 


10. i!^W 
13. ílü^J) 3 

J/2 ^ 

3 3 -V 2 


En los ejercicios del 14 al 19 resolver las ecuaciones dadas 

x +1 


1 


15. \j 


= 27 

3 18. e~ 6x + , = e 3 


14. 2 2x-1 =8 
17. (3 2 x 3 2 ) 4 = 

2 >- y = - 2 e ’ 1 +1 „ ' ' 


16. &\f~2 = ^x 


19. e x ~2* - 3 
~ e 


23. y = e x + 2 


26. y = 3~x + 2 

29> Sl 'g(x)= Ae -kx 


24. y = 2 - e ~> 
27. y = 4 X 
8(0) = 9 


22 . y = e ~ x 

25. y = 3 X 
28. y = - 4 


— x-l 


Por 


Las 


Es* 

elev 

C 


1 

pa 

G 


S,h (x)»30- Pe -kx . 5 ’ hall£ T g(6). 

' h(0) = >0yhni 

( ) "30, hallar h( 12 ). 
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SECCION 1.6 


FUNCIONES LOGARITMICAS 

I DEFINICION ]] Sea a > 0 y a # 1. Se llama función logaritmo de base a, y se 
denota por log a , a la función inversa de la función exponencial 

f:R_R + , fi(x) = a x . 

Esto es, log a : 1R + —>[R, loga=f -l 




0 < a < 1 

Por ser y= log a (x) la función inversa de y = a x se tiene que: 

(1) a ,og » (x) = x y (2) log a (a x ) = x 

Las propiedades (1) y (2) equivalen a la siguiente proposición: 

(3) log a (x) = y o a y = x 

Esta última equivalencia nos dice que log a (x) es el exponente y al cual debe 
elevar la base a para obtener el número x. 

Como a* = ay a 0 = 1, se tiene que: 

(4) log a (a) = 1 y (5) log a (l) = 0 

Muchas veces, cuando no hay confusión, escribiremos y = log a x (sin los 
paréntesis) en lugar de log a (x). 


a. log 4 64 = log 4 (4 3 ) = 3 


b. log 7 = log 7 (7 1/2 )=i 

c- log 5 = log 5 (5 _1 ) = -1 

d. log 10 0,001= log!o = l °gl0 10 3 = _3 


1.000 


EJEMPLO 1 
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EJEMPLoT] Resolver las siguientes ecuaciones. 

a 2 8x-l = 64 b. 2log 0 (4x)=l 

Solución 

a. Aplicamos log 2 a ambos miembros. 

* log 2 ( 2 8x_I )= l°g2(2 6 ) 


log 2 (2 8x_1 )= log2 64 
(8x - 1) log 2 2 = 6 log 2 2 


8x - 1 _ 6 => x g 


b. 21og 9 (4x)= 1 => Jog9( 4x ) 2 


= — => 4x 


= 9 1 / 2 => 4x = 3 


3 

x = — 

4 



PROPIEDADES DE la FUNCION LOGARITMO 

La junción logaritmo y - log. x tiene las siguientes propiedades: 

ES creciente si a > 1 y decreciente s¡ a < I. 

2. Dominio = K » rango - K. 

3. Es biyectiva. 

4. La granea de y - log, x corta al eje X en (1, 0). No corta al eje Y. 


Capítu 


Sol 


TEOREMA 1.2~| Leyes de los Logaritmos 

Si a > 0, a * 1, u > 0, v > 0 y n es un real, entonces 
1. log a (uv) = log a u + loga V (Logaritmo de un producto) 


2- log a 


u 


— = log a u - l°8a v (Logaritmo de un cociente) 


n _ 


3. log a u = n loga u 

Demostración 

L Si x = log a u e y = Iog a v, entonces 

u=a x ,v=a y y uv=a x a y =a x + y 


(Logaritmo de una potencia) 


Aplicando log a a la última igualdad y usando la propiedad (2) de la definición 
de la función logaritmo: 

loga(uv) “log a (a x + y ) = x + y=l 0 g a u + j oga v 


Las pruebas de 2 y 3 son similares a la dada para 1, y se dej 


an como ejercicios. 






















to) 

o 

a) 




ii. log a 7 — = log 
*' y Z 


= ^ \ lo 8a x 2 -log a (y 3 z 4 )] 

= y [log a x * 1 2 - (logaY 3 * + loga z4 )] ^ orl ^ 

2 3 4 

= - lo ga x ~ - ^ga Y" - loga z 


LA FUNCION LOGARITMO NATURAL 

La función logaritmo natural es la función logaritmo con base e. A esta función 

se lo denota por y = ln x. O sea, 

In x = log c x 

La función y = ln x es la inversa de la función 
exponencial y = e x . Por lo tanto: 

( 1 ) e lnx = x y (2) lne x = x 

o, equivalentemente, 

(3) y = ln x <=> e y = x 

Como e 1 =e, tenemos que lne = l 
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,2x + * =5 


3*-I 


fí^MPLÓXI Resolver la ecuación 3 

Solución He la ecuación apt' icarn 

A ambos miembros de l< _ (3x _ i) In 5 

|n 3 2 «.l. i„ 5 3s-'=ó 

2x In 3 + In 3 = 3x In 5 ' ln 5 


c*v f 


,n3 l 3 - 3 xln 5 = -ln5-ln3 

x 2 ( X 2 "n3-3-n5)-C* n5 + 1" 3 ) 
Jn 5 _+_jlLÍ- * 1,03 

2 ln3-3 In 5 


_—-- " Tgies son los naturales (base e) y ( 

5=5=-] Los losa3 ¡ "r S ,,0) Tratándose de los logaritmos deci m ^ 
decimales (base W escr ibir, simplemente, l og x . 

es común omitir la ^ 

lugar de logio x 


base logarítmica y exponencial 

CAMBIO expresar una función logarítmica de cual quift 

toe nn SÍ &Tjria a |úncidn,o g ari m ona.u ra l. 

fjmEMUH Cambio de Base Logarítmica. 

Si x > 0 entonces 


Demostración 

y = log a x => 


log„x = 


In x 
Ina 


a y = x ^ In a y = Inx => y ln a = In x 

Inx . ln x 

Y' ta = l 0 «a* " 77 - 


b. 


t 





Demostración 

En la fórmula del teorema tomar x = e. Considerar que ln e = 1 


b. log 4 19 



























| PROBLEMA 1. Resolver las siguientes ecuaciones: 


Solución 


a. log 4x = 2/3 
27 


a. log^áx = 2/3 => 4x = 27 M 4x = {lf2Í J" = 3 2 = 9 => x = 9/4 

b. Tomando log^ a ambos lados de la ecuación: 

log 3 2x_i = log 81 => 2x- 1 =log (3 4 ) => 2x- 1 =4 => x = 5/2 
3 3 3 


PROBLEMA 2. Graficar la función y = ln| 



Solución 

De la definición de | x | tenemos que: 

, , í ln x, si x > 0 

y = ln x = < 

1 [ ln (—x), si x < 0 

En consecuencia, el gráfico de y = ln| x 



se compone de dos gráficos: El de y = ln x, x > 0 y el de y ln ( x), x < 0. Al 
primero lo conocemos y el segundo se obtiene del primero reflejándolo en el eje Y. 





























' 2^64 ; 

4. l°g l00 ( 0,1 ) 
7. e (ln3)/2 


5. c 1 


8. c 


. i / n „/ 70 wsnlver la ecuación liada. 
En los ejercicios del 9 al 19, resolver 


9. Iog x (25 ) - - 
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PROBLEM * g ppopUKSTOS jJL 

, , „/ „*tnr de Id expresión, sin usar t„ hl 

En ¡os ejercicios del 1 al U calcular el n¡ 

calculadora. 

3. log in (81 ) 
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2. log |/2 | 
Jn3 


6. c 


1/3 

2ln3 


3ln 2 - 2ln 3 


10 . log 4 ( x 2 - 6 x ) = 2 ll.logx + log( 2 x- 8 ) = i 


13.-ln x = 1 

20 


14. 4 lnx= lnx + 7 ; 


17. 3 


x-1 =e 3 


12. - 31n x = a 

15. 3 ln (ln x ) = - 12 16. 3e' Ux =14 

18. 3 x 2 3x =64 19. (3 x f = 16 V 2 X 

En los problemas del 20 al 27 usar las técnicas de graficación (traslaciones y 
reflexiones) para bosquejar la gráfica de las funciones indicadas. 

20. y = In(x-2) 21. y = ln(-x) 22. y = ln (x + 3 ) 

23 . y = 4-lnx 24. y = 4 - ln (x + 3 ) 25. y = 2-ln|x| 

26. y = 3 + log x 27. y = 3 + lqg (x + 3 ) 

En los problemas del 28 al 31 escribir la expresión indicada en términos de ¡os 
logaritmos de a, b y c. 

síb 


Algi 

econó' 

Veam 

radio; 

verán 


Se 

repr 

exp< 

dor 


1 

S 

í 


a 2 b 


aV 


30. ln 


( 



1 

c 3 

/ . 



31. n 5 

a 1 

b 

A 

V. 

V 

1 


bc‘ 


En los problemas del 32 al 34 escribir la expresión dada como un solo logaritmo 
de coeficiente 1. 

32. 3 ln x + ln y - 21nz ' 33. 2 log a + logb - 3 (logz + logx) 

34. —lna + 3 lnb - -lnc 

4 2 

35. Expresar cada una de las siguientes funciones en la forma y = Ae kt : 

a. y-( 5 >3 0 - 5 ' b. V-6ÍUMV 























:x + 1 og (2x _ 

lnx = _L 


8 ), 


ln 


-i 


— e 3 


y? 

= ln (x + 3) 
= 2 ~ ln/ x I 


n términos 


ln 5 


de lo s 



solo logaritmo 
+ logx) 
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SECCION I .7 


APLICACIONES DE LAS FUNCIONES 

EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 

Algunos fenómenos de las ciencias naturales, ciencias sociales y ciencias 
económicas son modelados mediante las funciones exponenciales o logarítmicas 
Veamos algunos casos simples, como el crecimiento de poblaciones y decaimiento 
radioactivo. Más adelante, cuando tratemos el tema de ecuaciones diferenciales, se 
verán casos más complejos. 


CRECIMIENTO ESPONENCIAL 


Sea f(t) una función donde la variable independiente t 
representa al tiempo. Se dice que f(t) crece 
exponencialmente, si se cumple que: 


f(t) = A a 


kt 


donde a > 1 y A y k son constantes positivas. 
Observar que f es creciente y que f(0) = A. 



I EJEMPLO 1. Se sabe que una población de bacterias se triplica cada minuto. Se 
inicia un cultivo con una población de 50 bacterias 

a. Hallar la ecuación de crecimiento de la población 

b. ¿Cuántas bacterias se tiene después de un cuarto de hora? 

Solución 

a. Se t el número de minutos transcurridos desde el inicio del cultivo. 

AI inicio, cuado t = 0, se tiene: f(0) = 50 
Después de un minuto, se tiene: f^l) = f(l) = 50(3) 

Después de dos minutos, se tiene: f(2) = 50(3)(3) = 50( 3 ) 

Después de tres minutos, se tiene: f^3) = 50( 3 2 )( 3 ) = 50( 3 ) 

En general, después de t minutos, se tiene: 

flt) = 50(3 l ) 

b. Después de un cuarto hora, o sea cuando t = 15, se tiene: 

f(15) = 50( 3 15 ) » 717.445.350 bacterias. 


DECAIMIENTO EXPONENCIAL 

Una cantidad f(t) decae exponencialmente si se 
cumple que: 

f(t)= Aa~ kt 

donde a > 1 y A y k son constantes positivas. 


Se tiene que f(0) = A y f es decreciente. 
















M 


í 
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mllV importante que cumple esta condición 
Un fenómeno muy > ^ ma(er¡al rad ioact.vo. 
es la desintegrad ^ cara cterizan porque se desintegran (d e 

Los materiales rad '°f tran sformarse en otro elemento. Experimentalmente ¿ ^ 
manera espontánea P^nto sigue un modelo exponencial. S, N(t) es e , 

comprobado que el deca.m radioactivo en un instante t) entonces ^ 

de átomos de cieno 


—Ic t 


N(t) = N 0 e 

i de átomos en el instante t - 0 y k es una con«* 

don* N„-N(0) «^ del elemento radioactivo. Si k es era „> 
SeS' dtcae X¡d am en,e. Si k es pequeño (cercana a 0), =1 mat erial ^0 

lentamente. 

_La cantidad Q(t) de un material radioactivo después de t añ 0s ( 

-- riada Dor 

- 0,0004t 


ie st* 

dada por 

Q(t) = Ae 

Después de 2.000 años quedan 300 grs. ¿Cuántos gramos hab¡ a 

inicialmente? 

Solución -0,0004(2.000) = A(> -0,8 

Tenemos que: 300 - «2.000) - A e Ae => 

_ 300 _ = 300 e 0,8 « 667,66 gramos. 

.>-0,8 


Capitulo 1 

Es' 

Si 



decaimiendo radioactivo y vida media 

La vida media de material radioactivo es el tiempo que tarda cualquier muestra del 
material en desintegrarse la mitad de ella. Así, se sabe que la vida media del Polonio 
210, (un isótopo del Polonio) es de 140 días. Esto significa que, dada cualquier 
cantidad de esta sustancia, después de 140 días sólo se tiene la mitad de la cantidad 
inicial. 

Aquí tenemos la vida media de algunos elementos radioactivos: 

Uranio (U 238 ) 4.510.000.000 años 


Plutonio (Pu 230 ) 
Carbono 14 (C 14 ) 
Radio (Ra 226 ) 
Polonio (Po 210 ) 


24.360 años 
5.730 años 
1.620 años 
140 días. 


Solí 


nc 

m 

ai 


Veamos cual es la relación entre la vida media y la constante k que aparece en la 
fundón de decaimiento de cierto material radioactivo. q P 

S: A la vida media del material radioactivo, transcurrido este tiempo X debemos 

tener solamente la mitad de átomos Iniciales es decir NÍAS- 1 m n 

a, es uecir, N(A)- — N 0 . En consecuencia: 
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,integran (dec aem 

erimentalmente d e 

Si NCt) es el n ,-, * 


N 0 e k> - - Í.n 0 c -k\ _ J/2 


er o 


Esto es. 


-kX«ln(l/2) => ~ kX ,nl ' l0 

=> - kX = - ln 2 => kX = ln 2 => ^ * ( ln 2)/k 


ln ? ln 2 

(2) A.= i5-£ ó (3) k=-p 


Si reemplazamos (3) en (1), tenemos la igualdad: 

N(t)=N 0 e -(ln2/X)t 


(4) 


I EJEMPLO 3. | Hallar la vida media del potasio 42 K si este se desintegra de 
acuerdo a la fórmula 

Q(t) ^ Qo e _0 ' 055St , donde t representa horas. 

Solución 

Tenemos que k = 0,0555. Luego, la vida media es 
x= ln2 = 0693147 w 89horas 
k 0.0555 

FECHADO CON CARBONO 14 

El carbono 14 ( l4 C ) es un isótopo radioactivo del carbono 12 ( C )• p ste 
no es radioactivo. Los arqueólogos usan l4 C para fechar la antigüedad e res o 
materiales orgánicos, como huesos, madera, etc. La vida media del C es e 
años. De acuerdo a (4) su ecuación de desintegración es: 

N(t) = N o e“ (ln2/ 5 730)t ( 5 ) . 

Por otro lado, el ,4 C se encuentra en la atmósfera en un porcentaje que 
permanecido esencialmente constante desde los inicios del planeta. Los seres vivos, 
al respirar, ingieren l4 C en el mismo porcentaje que está en la atmósfera. Al ™ onr '* n 
organismo, éste deja de ingerir este carbono y el que se encuentra ya metabo iza o 
comienza a desintegrarse. La fecha de la muerte del organismo se determina 
midiendo la proporción de carbono remanente en los restos. 






\ 


EJEMPLO TI Las pinturas rupestres de la Cueva de Altamira, España, es uno de 
los monumentos más famosos que ha dejado el hombre prehistórico 
europeo. Un estudio de cierto material orgánico utilizado en estas 
pinturas reveló que éste posee solamente el 29 % de C con 
respecto de una muestra del material actual. Calcular la edad de las 

pinturas. 

Solución 
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56 t e s también tiempo 

Iul „do» P' ic ;S' o,e 4nico 

Para rcsuit» , j^ten 
Sea t la edad de las P in ‘ l ! r organ ismo d ucñ ° 
transcurrido desde que mun 

a la ecuación (4), e -( |n2 ' a i orgá n ' co cuanc ° mur ' 0 - 


(ln H 5 730)1 orgánico cuando murió, 

N(1) ° bo el mater> al ort 

, , vr ,a cantidad de J ^ 2/ 5-730 ) t = 0 ,29 

Por otro lado, N 0 , 3 stra actual- L S ^ e 
es la misma que tiene la mués Q )t = q 29 No 0>29 t * 10-233 años 

»<•>— - 

5.730 


que al inicio ae - 

iolución , 23 s t T v j e 2 35 u que existen t millardos 

W ,).N„e-‘' y N s (t)-N,e ", ( 4 ) 

i 238 tt 

,nde No es el número de átomos, tanto de 
cialmente, y 


k = (ln 2)/4,51 y r= (ín 2)/ °, 7 1 

mente hay 137,7 átomos de U por cada átomo de U, tenemos: 

-k! _kt 

,, 77 _ N s(0 _ N o e _ e _= e (r ' k)t => 

’ N 5 (t) " - rl - rt 


N 0 e~ 


,(«■-k)« = 


= 137,7 => (k-r)t= ln 137,7 ^ t = — 37 ’ 7 

k-r 

ln 137,7 

ln 2 ] n 2 * ^llardos de años. 


t = 


4,51 0,71 

*d del universo es. redondeando, 6 mil millones 

una edad de , < „t 


de años. 




____^— ^>del univeR s ° en el momento de 

ED cuando el universo na c ^ de los isótopos de 

teoría cosmologic a > )a misIT ia cant esto s e i ement0s 

De acuerdo a una 1 Bang”). "‘ ce s la correlacio me dia del 23 $^ 

rsflfft: * píífflSS - !,iu ' ya ,u 

uramo u J decayendo mas rap 

éfíiiseorá q» e la díl ' U actualidad existen 137.7 Momos de 

. ¡ na a 0 que en la actual £a be que la vida 
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ir . ínteres SIMPLE 

operación” El + ??■,”“** duran(e , oda „ 

monto de:^ Uran,e ‘ *" 2 ’™P<e I a 



INTERES COMPUESTO 

En un capital a interés compuesto, el interés ganado en cada periodo es agregado 
al capital, para ganar interés en el próximo periodo; o sea, el interés se capitaliza o se 
compone después de cada periodo. Este periodo puede ser de 1 año (anual), 6 meses 
(semestral: 2 periodos al año), 3 meses (trimestral: 4 periodos al año), 1 mes 
(mensual: 12 periodos al año), etc. 

Además de la tasa anual, se tiene la tasa periódica, que es el tanto por ciento por 
periodo de capitalización. Si el año está dividido en n periodos iguales, entonces 

Tasa anual 

Tasa periódica-- 

Asi, si la tasa anual es de 24 % y el periodo de capitalización es de 3 meses (4 

periodos al año) entonces la tasa periódica es de ^ % = 6 %. 

•. t p míe se coloca durante t años a una tasa de lOOr % anual que se 
capitalizare compone ) n veces ai año produce un mon^ 


INTERES COMPUESTO CONTINUO 
de periodos de capitalización crece ilimitadamente; es decir. 
Cuando el númer ° o ^ tien e el inte rés compuesto continuo. Aquí, la capitalización 
cuando n 7* a + ^¡e la denomina capitalización continua. 

es instantánea ^ durante t años a un interés anual de lOOr % que se 

^reominuarne nte. produce un monto de: 


Esta fórmula se obtiene de la anterior tomando límite. Esto lo veremos más 

adelante. 


JS 
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Capítulo 1. I 


. . 1 000 000 BS. en un banco que ofrece ^ 

iumsss -— después de 2 ,flos 5,: 

a. El interés es simple- ita i ¡za mensualmente. 

b. El interés es compuesto y , ¡za continuamente. 

c. El interés es compuesto y 

Solución 2 Reemplazando estos valores en l a 

a. Se tiene: P =1.000.000, r = 0,25 y • 

fórmula (1): \ = ¡ 50 0.000 Bs. 

M(2) = 1.000.000(1 + 0,25(2; ) 

n =12 t = 2 . Reemplazando estos valores 

b. Se tiene: P= 1-000.000, r = 0,25, n 12, 
en la fórmula (2 ): 

M(2) = 1.000.000( 1 + -jy ) 24 = 1-640.273,33 Bs. 

c. Se tiene: P = 1.000.000, r = 0,25 y t = 2. Reemplazando estos valores en la 
fórmula (3 ): 

M(2)= 1.000.000 e°’ 25(2) = 1.648.721,27 Bs. 


1. (Poblai 

a. Ca 

b. Ha 

2 . (Depr 


a 

b 

3. (Pot 


EJEMPLO 771 Se invierte cierta cantidad de dinero a una tasa anual de 20 %. 

¿En qué tiempo se duplicará este dinero si el interés se compone: 


a. Trimestralmente? 


Solución 


b. Continuamente? 


Sea P el dinero invertido y X el tiempo que se necesita para duplicar a P, o sea el 
tiempo necesario para obtener un monto de 2P. 

a. La fórmula (2) del monto del interés compuesto con n = 4, r = 0,2 y t = A. dice - 

,\4X 

= P( 1,05 ) 4X 


M(A) = P| l + M 


Como este monto M(A) debe ser 2P, tenemos: 

IW ' 2,> * (1.05) tt = 2 4Mn(l,05) = l n 2 


A = 


In 2 


b-U fórmula (3) del monto del 


4 In (1,05) * 3)552 años * 3 años, 6 meses y 19 


días 


'nterés compuesto continuo 


Pe 0,2X = 2P => e o, 2 x - 

e 2 => 0,2A = l n 2 


=> 

0,2 * 3)466 añ °s * 3 años, 5 


con r = 0,2 y t = X dice: 

x» hl 

0,2 


m eses y 18 días. 


4. (Ci 
ii 
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cimente. 

lamente. 


tos valores en |g 


,0 est °s valores 


Bs. 


s valores en i a 

_ 

5 20 %. 

compone: 

lente? 

a P, o sea el 
t = A. dice: 

>y 19 días 
* A dice: 



a. Calcular la población de la ciudad en el año 2.015. 

b. Hallar el porcentaje anual de crecimiento de la población. 

2. (Depreciación). El valor de una maquinaria, t años después de comp 

V(t) = Ae -0 ’ 25 * 

La máquina fue comprada hace 9 años por $. 150.00 

a. ¿Cuál es su valor actual? 

b. ¿Cuál es el porcentaje anual de declinación de su valor. 

3. (Población). Se sabe que dentro de t años la población de cierto país será 


P(t)= 18e 0,02t millones de habitantes. 

a. ¿Cuál es la población actual del país? 

b. ¿Cuál será su población dentro de 15 años? 

c. ¿Cuál es el porcentaje anual de crecimiento de la población. 

4. (Crecimiento de bacterias). Un experimento de crecimiento bacteriológico se 
inició con 4.000 bacterias. 10 minutos más tarde, se tenían 12.000. Si se supo 

que el crecimiento es exponencial: f(t) = Ae kt . ¿Cuántas bacterias se tendrá a los 
30 minutos? 


5. (Utilidades). Las utilidades de una compañía crecen exponencialmente: f(t) 
Ae kt . En 1.995 éstas fueron de 3 millones de dólares y en el 2.000 fueron de 4,5 
millones. ¿Cuáles son las utilidades en 2.005? 

6 . (Desintegración radioactiva). La cantidad que queda de una sustancia radioactiva 

después de t años de desintegración está dada por 

Q(t)= Ae -0,000151 gramos 

Si al final de 5.000 años quedan 3.000 gramos, ¿Cuántos gramos había 
inicialmente? 


7. (Desintegración radioactiva). Una sustancia radioactiva se desintegra 

exponencialmente: f(t) = Ae“ kt . Inicialmente había 450 gramos y 60 años 
después había 400 gramos, ¿Cuántos gramos habrá después de 240 años. 

8 . (Producto Nacional Bruto). El producto nacional bruto (P.N.B.) de cierto país, t 

años después de 1 . 995 , es de f(t) millones de dólares, donde 
f(t) = p(l0) kt , P y k son constantes 

Si en 1.995 el P.N.B. fue de 8.000 millones de dólares y en el 2.000 fue de 
16.000 millones de dólares. ¿Cuál será el P.N.B. en el año 2.010? 
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• An nue a ia altura de h pies sobre el „• 
esférica)- Se ha deterrrui« do J ^ pie cuadrado, donde ^ 

del p(h)=Me r es de 2 . 1 16 libras porp,ecu atir 

SiI.pw*»™ >viÓ ” q “'‘ 12 ' 000 P " Sdea1 ^ 
hallar la pres.ón atmos ^ bombillos encuentra que la 

U. (D.r.ctó" de; topu* * 1 >« s ' s de “ S ° ““ dada I» 

f(t) de bombillos que no 4 _o, 2 t 

a . ¿Qué porcentaje de I* bornb * -nos un mes? 

c b ; eI segund0 mes? 

‘disfrlbuyen'x'ndiés^de 1 ejenqílares gratid^os* de umtexto* la venta de dicho ',^ 
será, aproximadamente, 

V( x ) = 30 - 18e~°’ 3x miles de ejemplares 

a. ¿Cuántos textos se venderán si no se han distribuido ejemplares gratuitos? 

b. ¿Cuántos se venderán si se han regalado 800 ejemplares? 

12. (Depreciación). El valor de reventa de una máquina, después de t años de uso es 

V(t) = 520e 0,151 + 460 miles de dólares 

a. Bosquejar el gráfico de la función reventa. 

b. ¿Cuál fue el valor de la máquina cuando era nueva? 

c. ¿Cual será el valor de la máquina cuando cumpla 20 años de uso‘> 

a si ?• es ,a ““ d « - 

(°a 0 , Q<1) Q “ e kl " u vida media de 1 
«»..d.d,e mMlcdesptósd e tuni<I M ele.). Probar que b 

y - v,d 

,s - aü*¡-. .a c: verdpro ^^ estó elemen,, 

. co "»™ un 

D - i —«S 

'«8.1 pá“™ as d «PU« de . . 

KpWa ' la P«^™*'« «n veh,^ o er a «Alzado el nivr 

Parama "«JaU= S ÍS ? de °> 08 i'^ 
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16. (Cálculo del monto). Se deposita un capital de 12 millones de Mares¡enun 
banco que paga 14 % anual de interés compuesto continuo ¿En cuántos años se 
tendrá un monto de 21 millones? 


17. (Competencia de ventas). Dos periódicos compiten en ventas. Uno de ellos tiene 
una circulación de 500.000 ejemplares y crece 1,5 % mensualmente. El otro 
tiene una circulación de 900.000 ejemplares y decrece a razón de 0,5 % mensual. 
¿Cuánto tiempo tomará para que ambos periódicos tengan igual circulación.' 

18. (Venta de un texto). Un nuevo texto de cálculo saldrá al mercado. Se estima que 
si se obsequian x miles de ejemplares a los profesores, en el primer año se 

venderán f(x) =12 - 5e~°’ 2x miles de ejemplares. ¿Cuántos textos deben 
obsequiarse si se quiere una venta en el primer año de 9.000 ejemplares? 


19. (Producto Nacional Bruto). El producto nacional bruto (P.N.B.) de cierto país 
esta creciendo exponencialmente. En 1.995 fue 60.000 millones y en 2.000 fue 
de 70.000 millones.¿Cuál es el PNB en el 2.005? 


20. (Población de la Tierra). La población de la tierra en 1.986 fue de 4.917 
millones de habitantes, y crecía a razón de 1,65 % anual. Si esta razón continua, 
¿en cuántos años la población alcanzará 8.000 millones? 

21 . (Edad de un fósil). Un arqueólogo calculó que la cantidad de M C en un tronco 
de árbol fosilizado es la cuarta parte de la cantidad de l4 C que contienen los 
árboles actuales. ¿Qué edad tiene el tronco fosilizado? 


22. (Cálculo del monto). Se pide prestado a un banco Bs. 7.500.000 para ser pagado 
en dos años, ganando interés de 28% anual. Hallar la cantidad de dinero que 
deberá devolverse al banco si 

a. El interés es simple. 

b. El interés se compone anualmente. 

c. El interés se compone trimestralmente. 

d. El interés se compone mensualmente. 

e. El interés se compone continuamente. 


23. (Cálculo del principal). ¿Qué capital produce un monto de $. 2.500.000 al final 
de 5 años si la tasa es de 16 % anual que se compone: 
a. Trimestralmente? b. Continuamente? 


24. (Cálculo del monto). En el año 1.626 el holandés Piter Minuit compró a los 
nativos la “isla” de Manhattan (Nueva York), por 24 dólares. Suponga que los 
nativos depositaron estos 24 dólares en un banco, ganando una tasa anual de 5 % 
que se compone continuamente. ¿Cuál es monto en el año 2.000? 


a do el nivel 
>08 mg/ml. 


25. (Tiempo de duplicación de capital). ¿Con qué rapidez se duplica un dinero si 
se invierte a una tasa anual de 15% que se compone: 

a. Semestralmente? b. Continuamente? 

26. (Tiempo de triplicación de capital). ¿Con qué rapidez se triplicará un dinero 
invertido a una tasa anual de 15 % que se compone: 

a. Semestralmente? b. Continuamente? 
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Jb*-** c que nos proporc 


c q Ue nos proporciona 

u. ^ — to r J "' “ p "“ to • 

do ax : + bx + c 

las raíces de la ecuación segundo gra ¡57), más conocido con 

términos de radicales. . grescia O A" ~ ‘ gabía descubierto l a 

Alrededor de 1.535. Nícalo Fontanac'»%£ correr laiotic¡a + ¡¡ = 0 E Bol 
el sobrenombre de Tartaglía (‘^¡fíer grado: ¿flemáticas de la Universidad 

fórmula para resolver la ecuación « fc de l profesor de * Taríag lia de impostor y 

levantó la voz Antonio del Flore, un P^ ^ F¡ore a c ^ ¡ 5¡ y Para dilucidar 
de Bologna. Scipione del FtnoO* descu bierto laj T ¡ag ia aceptó y ganó el 

sostiene que fue su ^ro ^ienja bab pubUc0 . 

esta situación. Fiare desafio a Tartagua _ 

desafio. - / ¡39, otro matemático de Milán. 

La fama de Tartaglia se extendió en toda hall* £/) ^ ip¡Q¡ jartaglia 

Giro,Lo Cárdeno (1.501-1.5 *« ¿¡¿¡JJ?. Cardona que éste no la revelaría, 
rehusó, pero más larde acepta despu ^ ^ g/ ^ 

En 1.545. Girolamo Cardonapublicó su famoso,Mr^ * ^ eu f órico¡ desafió 

aparece la fórmula, sin dar el completo ere ¿ £/ desafio fue respondido por 

**---■ 

de un final no muy claro. 

En el libro Ars Magna también aparece la fórmula para resolver la ecuación de cuarto 
grado, que fue hallada por Ludovico Ferrari, siguiendo los pasos de la solución de la de 
tercer grado. 

Veamos la fórmula, para resolver la ecuación de tercer grado: ax 
En primer lugar, el cambio de variable x = z - 6/ja, transforma 
la forma x 3 + qx + r = 0, la cual tiene por solución: 


+ bx 2 + cx + d = 0. 
esta ecuación en una de 


X = 


1/3 

r 

r 2 q 3 

i 

2 V 4 27 


2 \ 

— + —— 

4 27 


1/3 



ARSMAGNA 
OR THE RULES 
OF ALGEBRA 



Ars Magna 
^aducción al inglés) 












nos P r oporci 0f¡a 
'esa las 


\ás conocido con 

a descubierto / a 
0. En Bo/o g n a 
' la Universidad 
i de impostor y 
Para dilucidar 
eptó y ganó el 

tico de Milán, 
ipio, Tartaglia 
revelaría. 

or) en el cual, 
fórico, desafió 
tpondido por 
escabroso y 

I 

ión de cuarto 
'ión de la de 

+ d= 0. 

"i en una de 


LIMITES Y CONTINUIDAD 




LEONARDO EULER 
(1.707-1.783) 

2.1 INTRODUCCION INTUITIVA A LOS LIMITES 

2.2 TRATAMIENTO RIGUROSO DE LOS LIMITES 

2.3 LIMITES TRIGONOMETRICOS 


2.4 CONTINUIDAD 


2.5 LIMITES INFINITOS Y ASINTOTAS VERTICALLES 
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I inglés) 


2.6 LIMITES EN EL INFINITO Y ASINTOTAS 
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2.7 LOS LIMITES Y EL NUMERO e 
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Leonardo Euler 

(1707-1783) 



acontecimientos importantes 

de Euler Ovt A • 
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d 7 />/t CtyiV /7 A temprana edad recibió lecciones det 

Leonardo Euler nació en asl ' m ' jen j unt ¿ a Leonardo con sus dos 
distinguido matemático Johatiti Bemoull, Q J 

tUZÍ Mies, Nicolás , Daniel. Mis iarie, es,os dos ¡arencaosalcanzaron 
renombre en la matemática por sus propios méritos. Leonardo, a pesar de ser 12 y 7 
años menor que ellos, respectivamente, logró seguirles el ritmo. 

Fue invitado a Rusia por la reina Catalina, en donde se incorporó a la Academia 
de Ciencias de San Petersburgo. El rey Federico el Grande lo invitó a Berlín a 
trabajar en la Academia de Ciencias de esa ciudad. En ambas sitios produjo 
abundantes trabajos de investigación. 

Euler es considerado como el matemático más prolífico de la historia. Tiene 
contribuciones notables al cálculo de variaciones, la teoría de números, ecuaciones 
diferenciales. Introdujo al número e como base de los logaritmos naturales Su 
producción total consiste en alrededor de RRd imUr, ■ 
constituirían 80 libros de buen volumen 8e ríi abajos, . que recopilados 

San Petersburgo trabajos para publicar por 2 fí ^ ° l “ Academia de 

17 años los pasó casi ciego. a>l ° S maS ’ a P esar de que sus últimos 


Durante la vida de Euler a ■ 

"^0 y u I™"* 0 hÍSpano ‘ cedieron los 
co '«ra la aw„ri dad fj¡ p, °f mmb ™delinca TuJr a peruano J °sé Gabriel 
l ¿»"* « Caracú Fue "Wb y elcZdoZT’ " kvmtó en armas 

h pendencio '**"* * * familia. En 
Woshám !S!eSas rfe "cneamérZZ S,mÓ11 Bolívar p, fj ez °lana Francisco de 

sotziri u,iode1 « 

aes > l°s derrota e „ TnntoT'™ ‘‘ H ° ^Imiarf T™ ^ 

’ Cae por sorpresa 
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Sobre el concepto de límite descansan los fundamentos del Cálculo. Sin u a qu 
éste es uno de los conceptos más importantes y más delicados de la Mate tica. 
Hizo su aparición hace muchos años atrás, en la Grecia Antigua. S in embargo, su 
formulación rigurosa recién se logró en el siglo XIX, en los trabajos de investigación 
del matemático francés Agustín Cauchy (1789-1857). El largo lapso entre su 
aparición y su formulación rigurosa nos da una idea sobre lo delicado de este 
concepto. , _ 

Intimamente ligado al concepto de límite está el concepto de continuidad, ue 
estos dos conceptos nos ocuparemos en este capítulo. 


_ SECCION 2.1 ___ 

INTRODUCCION INTUITIVA A LOS LIMITES 

En esta sección presentamos un enfoque intuitivo del concepto de límite. También 
presentamos, sin demostración, las principales leyes que gobiernan a este concepto. 
Estas leyes nos permitirán introducimos rápidamente al cálculo de los límites. La 
siguiente sección se ocupará de justificar rigurosamente muchos de estos aspectos. 


Consideremos la siguiente función 


f(x) = 



-1 


x — 1 


Esta función está definida para todo real x, 
excepto para x = 1. Factorizando el numerador 
tenemos que: 


f(x) = 


(x-l)(x 2 +X + 1) 
x-1 


Además, para x ^1, podemos simplificar y 
obtener: 


f(x) = x 2 + x + 1, X9¿ 1. 



Aunque la función f no está definida en 1 nos interesamos por los valores que 
toma f(x) cuando x se aproxima a 1, sin llegar a ser 1. En primer lugar, nos 
acercamos a 1 por la izquierda tomando para x valores menores que 1. Así, por 
ejemplo, x = 0,8 ; 0,9; 0,99; 0,999. En segundo lugar, nos acercamos a 1 por la 
derecha tomando para x valores mayores que 1. Así, por ejemplo, x — 1,2, 1,1, 1,01, 
1,001. Los valores correspondientes para f(x) los tenemos en la tabla siguiente. 


oo 

o 

X 

0,9 

0,99 

0,999 1 <- 1,001 

1,01 

1.1 

1.2 

x 3 -l 

f(x)=-—-- 2,44 
x-1 

2,71 

2,9701 

2,997001—► 3 <- 3,003001 

3,0301 

3,31 

3,64 


Mirando la tabla o mirando el gráfico de la función, observamos que cuando x se 
aproxima a 1 por la izquierda y por la derecha, pero sin llegar a ser 1, el valor f(x) de 
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m , 3 E» -«* d ° " “ Pr ' S3 dÍdend “ ■"" " ' í " n " S 

la función se apio»®» • cual se abrev.a as., 
cuando x tiende a 1 ’ ó bien Llm 2L__ = 3 

Límf(x) = 3 u *->' x-1 

X_+1 „ r hemos puesto énfasis en que al aproxi^ 

oran» toda'» “ Por tanto, el valor del limite de «*, ^ 

tto dejamos ,»e x W*„ valores ,„e toma «*) en los pumos x * 
tiende. 1 depende !«*»»«““", , iedl „ de que f este o no definida en el O 

“ rC,n0! * '« «"» otta función g(x> - ¿ + * + >•'» “ aI cs,á d = r ™da e,^ 
x iñclúyendo^x^^tenenios que las dos funciones, 

X *' y 2 ' SW-x 2 + x t| 

CT todo ."excepto en X - 1 (f no está definida en I ). La labia que h t „, 
construido para f(x) también sirve para g(x), ya que en ella no hemos considerado, 
valor x = 1. Por tanto, también concluimos que 

Lím g(x) = Lím (x^+x + 1) = 3 
x—> 1 x-»l 

Es decir, ambas funciones tienen el mismo límite cuando x tiende a 1. 

Guiados por la discusión anterior presentamos una definición intuitiva de límite 
Al lector amante del rigor matemático le pedimos esperar un poco. 


Capitulo 2. Llnut 


[ejemplo] 


Solución 

La función 

g(x)=^ 

Luego, 

Límf(x) 
x—>4 


(ejemploTI h~„ 

r;— J H,IW u -(x«) 

Polución x-4-i ’ 

° m *' m ****. M 

esta cerca de 


l Wi(x+3) = 2 

X-4-1 ’ ¿ 


~ 2. Luego, 


¡EJEMPL' 


[DEF INICIO N](No rigurosa de límite). Sea fuña función que está definida enua 

a es el número L, y escribiremos ^ } d ° X tiende a 

Lím f(x) = L , 

x—>a 

si cuando x está cerca „ 

deL. '"»de a , perosm ||egar asera>f , x)Est . cera 

Lste número L n UP H„ „ 

éS " « 1»¡co; es decir, .«la 


Solución 
Como 
que f(x) 


EJEM 


Soluc 

Si) 
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Capítulo 2. Limites y Continuidad 


EJEMPLO 2. 


Hallar 


Lím f(x), donde fr x ) 
x—>4 


1 — + 1, si x*4 
2 

5, si x = 4 


Solución 


La función f coincide con la función lineal 



EJEMPLO 3. 


Límite de una función constante 

Sea la función constante f(x) = c, V x e IR. Probar que 


Lím f(x) = Lím c = c 
x—> a x-»a 


Es decir, el límite de una función constante, cuando x tiende a 
cualquier valor a, es la misma constante. 

Solución 

Como f(x) = c, V x e R, en particular, para los x próximos a a también tendremos 
que f(x) = c. Luego, 

Lím f(x) = Lim c = c 
x—> a x—> a 


EJEMPLO 4. 


Límite de la función Identidad 


Sea la función identidad: I(x) = x, V x e IR. Probar que 


‘cir, toda 


Lím I(x) = Lím x = a 
x-> a x—> a 

Es decir, el límite de la función identidad I(x) = x, cuando x tiende 
a a, es la misma a. 

Solución 

Si x se aproxima a a, obviamente I(x) = x también se aproxima a a. Luego, 


Líml(x) = Lím(x) 
x->a x->a 
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UM.TES UNILATERALES 

O nns aere» 


n, \ 


L An en un punto a nos aproximamos a a Por 

la r P o"^^ 

lado, bien sea por la izquierda o P 

, j finida en un intervalo abierto de ] a r 
" límite de f(x) cuando x tiende . ^ 

la izqcierda es L, y escribiremos 


Caplt 


b. c 


Lím f(x) = L 

Si cuando x está cerca de a, pero a la izquierda de a, 
cerca de L. 


f(x) 


estj 


b. Sea f una función definida en un intervalo abierto de la f 0níj 
(a, b). Diremos que el límite de f(x) cuando x tiende a a p<j r 
la derecha es L, y escribiremos 

Lím f(x) = L 


x-»a’ 


si cuando x está cerca de a, pero a la derecha de a, f(x) esia 
cerca de L. 

Observar que en ambos límites unilaterales no se asume que la función f 
definida c„ a. El hecho de que f esté o no definida en a no afecta el límite 


fEJEMPLQ 5.1 Si — 


Solución 


* ^ x ) j x | , hallar 

a - Lím x 
x->0~ | x | 


«.i . 

En P artlc ular, pa ra l os v P 

* u lz quierda, tenem rcan<4s a 0 y a 
Luego, tenem os que ^ J 

Lím x 


b* Lím x 
x->0 + | x | 


E 

L 


líi 

ig 

re 



































• ,s a 3 por 
a a por 


ar nb, 


un 


os 


niíateraJes 


s °ln 


de Ja f n 

tiende a a r!^ 

a Por 


de a > Kx) está 


> de la forma 
ende a a p 0r 


a - fíx) está 
ición f está 


K 

¡L‘ _ 
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b. Cuando x está a la derecha de 0, es decir cuando x > 0, se tiene 
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x _ x _ 

|x|=x y f(x)= , x i " X *• 


En particular, para los x cercanos a 0 y a su derecha, tenemos que f(x) 1 • 
Luego, 


Lím 
x—»0 H 


X 

M 


= i 


Es evidente que si el límite de una función es el número L, entonces ambos 
límites unilaterales también serán iguales a L. Recíprocamente, si arribos lurtes so 
iguales a un mismo número L, entonces el límite de la función también 
resultado es muy importante y lo resumimos en el siguiente teorema. 


TEOREMA 2.1 


Lím f(x) = L CS> Lím f(x) = L y Lím f(x) - L 
x —> a x —> a x—>n 


Este teorema y los resultados del ejemplo anterior nos dicen que la función 
fíx) = —í no tiene límite en 0. 

I x I 

Nos preguntamos si existen funciones que en un punto dado no tengan alguno o 
los dos límites unilaterales. La respuesta es afirmativa. El siguiente ejemplo nos 
muestra una función que no tiene ninguno de los dos limites unilaterales en y por 
tanto, tampoco tiene límite en 0. 


EJEMPLO óJ Probar que no existen: 


ti 

a. Lim sen — 
x—»0 + x 


b. Lim sen — 

x-»(T x 


. • 71 

c. Lim sen — 

x-»0 x 


Solución 


71 


Tenemos la gráfica de y - sen — 

Nuestra táctica es mostrar una sucesión 
infinita de valores de x que se 
aproximan a 0, tanto por la derecha 
como por la izquierda, pero los valores 

correspondientes de sen— oscilan entre 

-1 y 1. Esto probaría que ninguno de 
los tres límites existe. 
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Capiw' 02 - Llmit 


„ c e tiene: 

_2___ dondenesunenter ■ 

Seaxn = 2n+1 ’ H *- = (2n + U 2 • 

^ =2/(20+ 1) 

_ __J— con n > 2 

Ton»»*«"-20+1 d¡da , uo n crece, 

En es ,eo U o seaeneq»»»" 1 ' |os valores correspondían, 

o por la derecha; sin 


vez nías a 

sen(2n + 0 2 son 

sen 


n í 1 si n es par 
[ (2n + O - ] = {-1 si n es impar 


7 t -i J 1 si n es par 
sen[(2n+l)— J |_j s i ne s impar 

r • 71 

Por lo tanto, no existe Lim sen — 
x-»0” x 

71 

c. Como no existen los límites unilaterales, tampoco existe Lim sen — 

x->0 X 


\. laím \1 

>a 


7t 

Por lo tanto, no existe Limsen- 

X->U 

__— ^ — ron n ^ 0. 

b. Tomamos x n - 2n + 1 2 

Como en el caso anterior, a medida que | n | crece, x n = 2n + 1 se a P roxi ma 
cada vez más a 0 por la izquierda; pero aquí también se cumple que 

_ f i et m pc nar 


2. Lim \ 
x ->a 


3. Cim 
x_+a 


4. 


Lín 


Esta 

ÍÉJÉÍ 


leyes de los limites 

L’n resultado fundamental en la teoría de w r •» 
tomar limites respeta las operaciones elemental '¡¡T?? n ° S dlCe ^ ue el Proceso de 
ZZ dif r ncia ’ de ; fi álgebra - Es decir, el límtte de 

»onlos„;^stie! C r¡a 0raÍ2<lelOSlimit «- EstosTsulíl ‘ 8Ual * '* SUma ' 

cociente y l ev de h r J d SUma ’ le Y de la diferen^ , esultados s °n conocidos 
en forma precisa en el' 2 ’ respectivan iente. Debido a su ^ P roduct o, ley del 
»d„ m ,e °> «' «sume teorema, cuya del?' m í 0r,Mcia ’ los enunciamos 

acón parcial la haremos más 


Sol 
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'aproxima^ 

¡spoi,dientes dt 



Leyes de los límites. 

Si Lím f(x) = L y Lim g(x) = G, 
x—>a x->a 


entonces 


1 Lím I f(*) ± g(*) 1 = í Lím f(x) 1 ± | Lím g(x) ] - L ± G 

x—>a x->a x—>a 


2. Lím [f(x)g(x)| = 
x->a 


[Lím f(x) ] [ Lím g(x) 1 - LG 
x-»a x->a 


Lím f(x) 

3. Lím f ( x > = -= — , si G £ 0 

x->a„ (x ) Lím g(x) G 
x->a 


Lím tffó 0 = ni Li^ f ( x ) = n/X , donde L > 0 si n es par 
4. x ->a V x—»a 


se aproxima 


Estas leyes también son válidas para los límites unilaterales. 

^EJEMPLO 7.] Ley del producto de una constante por una función 

Si Lím f(x) = L y c es una constante, probar que 


x—>a 


e 


Lím[cf(x)1 = c | 

Lím f(x) 1 



x->a 1 

x->a J 


Solución 




= cL 


Lím [cf(x)] - [Lim c 1 l Lím f(x) ] - cL 
x-»a x “> a x->a 


roceso de 
limite de 
la suma, 
onocidos 
>, ley del 
nciamos 
nos más 


EJEMPLO 8. 


Ley de la potencia. 


Si Lím f(x) = L y 
x-»a 


n es un número natural, probar: 


Lím [f(x)[ n = [Lím f(x)l n =L n 
x->a x-»a 

En particular, 

Lím x n = a 11 
x-»a 


Solución 


Lím [ f(x) ] n = Lim [ f(x) f(x). . . f(x)i 
x->a x-»a --X ' 
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Por otro lado, por e - 
anterior, 


[Lint f(x)J 
x-> a 

*i n , n 

rum f(x) * L 


. rum««>J 

f(x)J"' 1 x-» a 

Lfrn x * a. Luego, aplicando ] a ^ 


Lím x 
x-»a 


r -in r in * a 
„ = TLÍni x - [aj 

Lx-»a J 


| EJEMPLO 9. 


Solución 


Calcular Lím V^x' 
x-»2 

Um té. [Ú¡ 2 S ¿ 

x-»2 V 


= / 5Í Lím x J ] 
V x->2 

= /5¡?] 

= ^40 = 2^15 


(Ley de la raú) 
(Ejemplo 7) 

(Ley de la potencia) 


El siguiente teorema nos da la manera de calcular el límite de una función racional 
y, en particular, el de un polinomio. 


T EOREMA 23 Si F(x) es una función racional y a es un punto de su dominio 
entonces 


Lím F(x) = F(a) 


Demostración 


x->a 


Caso 1. F es un polinomio: F(x) = b n x"+. . . + b x + b 

L™ F(x) = Lím r, n 

[ b nX b, x + b 0 ] 


x->a 


x->a 


[, L ír, b »- n ] 


= b„ 


[Lím b, x n I + r Lím b 1 n 
x-»a J Lx-> a u oJ (Ley de la suma) 

^x-» a X ] + ‘ 1 ,+ b, rUm xl + 

Lx-> a J + b 0 


Caso 2. F es 1 


Lírr 
x—> 


EJEMPLO 

- 

Solución 

Apltcandi 


EJEMPL 


Solución 

Aplicar 


Lim 
x—> 


Suj 


Ac 

lleva ¡ 
Por ta 
es de 
geoir 

V 

Cala 


(Ejemplo 7) 
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(Ley del prodü 


í;o, aplicando J a 


c to) 


Parte 


(Ley de la raíz) 
(Ejemplo 7) 

de la potencia) 

función racional 
de su dominio. 


de la suma) 
(Ejemplo 7) 


= b n a n + ... + b,a + b 0 
= F(a) 


(Ley de la potencia) 


Caso 2. F es una función racional: F(x) = , donde q(a) * 0 

, . Lím p(x) , . 

Lím F(x) _ Lím P( x ) = x-»a £122 =F(a). 

x->a x—>a ^ Lím q(a) 

x—>a 


EJEMPLO 10 


Calcular Lím [4x 3 -7x 2 +5x- 1] 
x->2 


Solución 

Aplicando el teorema anterior para el caso de un polinomio: 

Lím [4x 3 -7x 2 +5x-l] = 4(2) 3 -7(2) 2 +5(2) - 1 = 13 
x—>2 


EJEMPLO 11. 


Calcular Lím ^ 

x->-l x 3 + 5 


Solución 

Aplicando el teorema anterior para el caso de una función racional: 

~ Lím(8x^-4x+2) 

Lim 8x -4x + 2 _ x—>-l _ 


x_>_1 x 3 +5 


Lím(x J +5) 
x—1 


_ 8(-l) 2 - 4(-l) + 2 _7 
(-1) 3 + 5 2 


FORMA INDETERMINADA - 


Supongamos Lím f(x) = 0 y Lím g(x) = 0 , y buscamos ^ ^ • 


x->a 


x-»a 


g(x) 


Aquí, la ley del cociente (teorema 2.2) no es aplicable. La sustitución directa nos 

lleva a la expresión 0/0, la cual no da la información suficiente para encontrar tal límite. 
Por tal razón se dice que este límite es indeterminado de la forma 0/0 o que el límite 
es de la forma indeterminada 0/0. La indeterminación se salva recurriendo a métodos 
geométricos o algebraicos, como simplificación, racionalización o cambio de variable. 

Veremos más adelante que la derivada, que es el concepto más importante del 
Cálculo Diferencial, es un límite del tipo 0/0. 
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n/n Observemos que al numerador |„ 

Es ,e es un límite indeterminadode la eI cociente. En efecto: 

podemos factonzar, lo que nos pernut.rá s.mp 

x 2 _ jó Íx + 4IÍ£1Í2 = x + 4, par 3 x * 4 
x -4 


Lím (x + 4) = 4+4 = 8 

x-»4 



Solución 

Tenemos una indeterminación de la forma 0/0, en la cual aparecen radicales. Aqui 
usamos la técnica de la racionalización. Multiplicamos numerador y denominador 

por la expresión V x + 1 + 1, que es la conjugada del numerador: 

Vx +1—1 _ Vx +1 — 1 yjx+ 1 + 1 _ (x+1) - l 2 

V x+ 1 + 1 \{yjx + 1 + l) 

_ = 1 

x(Vx+T + 1 ) 

- ¡r™_!____ 

>/x+T+i /o+T_ 


££ 2gLEM AS RESUF. T »o 


X-+-2'-- 

1 caso 0 / 0 . Paia x ¿ _2 tenemos- 

*+8 v 3.,3 


x2 ~2x + 4 


Captti 


IPR 

Sol 


G 

S 
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'' Uea f In ^ e 
En efecto; 9 c, O rj 
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Lim X + 8 = Lim 
*—*-2 x + 2 x —>- 


Univursiaaci YacamhTÜ 

biblioteca 

Proces os Técnico,. | 

2 (x 2 - 2x + 4 ) = (-2 ) 2 - 2(-2) + 4=12 


PROBLEMA 2. Hallar Lim V x + h — \Tx 

h ~* 0 h 

Solución 

Es un caso — . Para h ^ 0, usando la conjugada, tenemos 

;\/ x + h - a/x Vx + h+^ = h = _ 

^ V x + h + Vx h("\/x + h + x/x ) ^x + h + >/x 

Luego, 

Lím Vx + h - Vx _ Lím 1 _ 1 _ 1 

h ^° h h ^° V^+h+V7 = ^ + ' 2x/x 


1 


PROBLEMA 3. 


Hallar Lim (x + 2) 3 -2 3 
x—> 0 y 


Solución 

Es un caso 0/0. Para x 4- 0 tenemos: 

_J_1_ 

(x + 2)~ 3 -2~ 3 _ (x + 2) 3 2 3 


2 3 -(x + 2) 3 
2 3 x(x + 2) 3 


2 3 -[x 3 +6x 2 + 12x + 2 3 ] _ x 3 +6x 2 + 12x 


2 3 x(x + 2) 3 


2 3 x(x + 2) 3 


x(x 2 +6x + 12) _ x 2 +6x + 12 


2 3 x(x + 2) 3 


2 3 (x + 2) 3 


Luego, 


\-3 o-3 


Lim (x + 2) - 2 _ 

x->0 v 


Lim x 2 +6x + 12 __ 0 ¿ +6(0) + 12 _ 
x-»0 


2 3 (x + 2) 3 


2 2 (0 + 2) 3 


3 

8 


PROBLEMA 4. 


O b 

Hallar Lim x/x + h - 

X-»0 Vi 


Solución 

Es un caso 0/0. 
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6 .1,2 i obtenemos 

, . w a 2 + ab +b 

3 _ b 3 = ( a - b)( 3 
De la identidad a - 

a - b ' a 2 + ab +b2 


Capiwl 02 - 1 


Luego, 


x- 


Obt 
Por es 


Luego, para h ^ 0, 

^ x + h - >Tx 


En consecuencia, 

Lim ^ x + h - \/~x _ Lim 
h-*0 h h->0 


_h__ 

ji|( y~x + h ) 2 + (a/ x + h )( x/"x ) +( Vx ) 

_1_ 

( Ux + h ) 2 +( V x + h )( líx ) + ( VH. ) 2 

_1_ 

) 2 +( x/ x + h )( 3/T ) + ( ) 2 

Í 1__1 

°)(^) + ( 3 V7 ) 2 ~ 3 3[¿ 


Solu 


mú 


( 3 V77h 


( Vx + 0 ) 2 +( l[ 


«.llar Lm 

c x->a + ' 

Solución 

&^/Lügr¡ 




donde a > 0 


\A* 
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>*). obtenemos 
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b- lí* 


se tiene 


que; 


íM 




v/* ) + (1¡* y 




h X VI) 


J + ( V7 ) 2 


*(V 7 , 1 


* v* i * (yr )•’ 




oodc i > o 


*XVx+v¡) 


_ yjx - a\¡x - » + yjx- i (Vx + v/á) 

/*-» V x + » (V* + >/» ) 



Jx - a + 


xlx + \T* 


i + a (v/x + v/a ) 


Luego, 

Lim Vx-Va+V^a _ Lim 


> + 


x-*a 


Vx-a +Vx+ >/a _ V a+Va _ m I 
+ Vx+a(Vx+Va) Vía(Va+Va) Vía 


Observar que la factorización x - a = V x-a V x-a sólo es posible si x> a. 
Por esta razón sólo se pide el limite por la derecha. 


PROBLEMA 6. 


Hallar Lim V x + 1-1 

Vx + 1-1 


Solución 


Mediante un cambio de variable transformamos esta función con radicales en una 
función racional. La justificación teórica del proceso de cambio de variable (Teorema 
de cambio de variable) la presentaremos en la próxima sección. Los radicales tienen 
índices 2 y 3, respectivamente (tienen indices distintos). Hallamos el mínimo común 
múltiplo de 2 y 3, que es 6, y hacemos el cambio de variable: 


x + 1 = y 6 


Ahora tenemos que 

V5TT7= 7/= y 3 . 


Vx+T= =y 2 


V x + l -1 y 3 -1 _ (y-l)( y 2 + y + 1) _ y 2 +y + l 
Vx+i-i y 2 -i (y— i) (y + i) y+i 

Como x -> 0 O y -> 1, tenemos que: 


, y*i 


Lim Vx-fl-1 = Lim y 2 + y + l _ l 2 + lf 1 _ 3 
x-»0 ^ x + l -1 y-+l y + 1 1 + 1 2 


PROBLEMA 7. Si n es un número natural, probar que 


Lim (x + h) n -x n _ n _i 


h-+0 


= nx 


Solución 
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N 

. Newton q ue: 

s mos por el binomi n („ _ i) x n-2 h 2 + .. . + nxh" 1 + ^ 

n A £- x"' 1 h + ""5”'"" 

)" =x n + !! x 

n(n--l) „n-2 h 2 +> , + nx h n 1 +h n - )( n 


n(n-l) x n-2 h 2 + ... + nxh n 1 +h n 


„1 n(n-l) n-2 h+ _.+nxh n 2 +h n '] 
h[nx n + '^T' 




Capitulo 2- 


b- Lím 
X—» 


En consecuencia, 

Lím (x + h) n -x n = Lim r ^«-1 + n ( n ~ ^ x "- 2 h + . . . + nxh"~ 2 + h"-'! 
h-^0 h h -T 21 J 

= nx" -1 + ÜÍElil x n_2 (0) + ... + nx(0)" -2 + (0) n_1 


PROBLEMA^] a. Hallar el número b tal que existe el 


siguiente límite: 


Lim 3x + bx + b - 7 


x -x-6 


En 

1. L 

x- 

4- Lí 
x- 

-7. L 


10 . 


13. 


Demostración b ‘ HaUar el «mite anterior 

a - Tenemos que Lím , 2 

X-»-2 ' X ~ x ~6) y v^-Y £ _ , 

Para que el límite ( x + 2)(x-3). 

r»<* ♦» i< 

x,mak ^^. ¡zzr* >. e„ 

m "««<»'deb e P s a e aq ' K '"im,M, doexista * 

debe cumpla q ue b = 5 y „ 
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x-8 

27. Lim 



x->0 x 2 

56. Si f(x) = 


30. Lim ^4 


29. Lim 

J*- 1 

, x->64 xTx -4 

57. Si f(x) 


V ax + b -V"bx+! 
35* Lim r ~ r~ ^ 
x _»l v cx + d -V dx*f( 

i . g(x + h)-g(x) = _L 

36. Si ílx)=—, x 0, probar que Lim -— - ^ 2 ’ 

x h-»0 

r- , f(x + h)-f(x) ^ ^ _ 

37. Si f(x) = Vx , x > 0, probar que Lml -— 2 ' 

h ->0 n V 



Capitulo 2* 


33. Lim 

x _>2 ^ 3 ~ x <¡ 


58. Hallar 

59. Prueb 

a. E? 

b. E 
60. Pro 

De 


40. Lim [x] 
x->2~ 

43. Lim [x] 
x->-2 + 

46. Lim (x - 
x— >2 + 

[M + M1 

Lim yl x + 4 - /4x+[ 


x-1 


Lim 


x-»a 


x/x-.aj í 

tauara - ^ ». Umm c . Lim 

x->2 


C 

hem 

ejer 

enu 

rig\ 


L 

x 

de 

nc 
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J x3 > si x ^ 2 hallar a. Lim f(x) b * Lim f(x > 
56. Si f(x) = -j ’ 2 + 

x 2 +4, six>2 x->2 


c. Lim f( x ) 
x—>2 


57. Si f(x) 


= < 


-4 

_,3 


si x < -2 


y . si -2 < x < 2 


hallar a. Lim f(x) 
x—>-2 


b. Lim f(x) 
x—>2 

^x — 1 si x > 2 

58. Hallar una función f tal que Lim f(x)=3 y que no exista Lim f(x) 

x-*0 - x—>0 + 

59. Pruebe, con un contraejemplo, que las proposiciones siguientes son falsas. 

a. Existe Lim [ f(x) + g(x) ] 4 => Existe Lim f(x) V existe Lim g(x) 

x->a x—>a x_>a 

b. Existe Lím [ f(x)g(x)l ' => Existe Lim f(x) y existe Lim g(x) 

x->a • x->a *x->a 


60. Probar que: Existe Lím £00 y g(x) - 0 

g(x) x -> a 


Lim <00 = 0 
x->a 


De esta proposición se obtiene: 

Lím f( x ) ¿0 y Lim g(x) = 0 

x-^a ’ J x-^a ’ 


No existe Lím £00 
X ^ a gOO 


__ SECCION 2.2 _ 

TRATAMIENTO RIGUROSO DE LOS LIMITE 

Con la "definición" informal de límite que se presentó en la sección anterior 
hemos logrado avanzar algunos pasos, pero no puede llevamos muy lejos. Así, por 
ejemplo, con esa definición no podemos demostrar las leyes de los límites 
enunciados en el el teorema 2.2. Otra versión un tanto mejorada, pero aún no 
rigurosa, es la siguiente: 


Lím f(x) = L si podemos.hacer que los valores de f(x) estén arbitrariamente cerca 
x-»a 

de L (tan cerca como queramos) con sólo tomar a x suficientemente cerca de a, pero 
no igual a a. 

Ahora daremos una interpretación matemática a esta versión. En primer lugar, 
para hablhr de cercanía necesitamos considerar números reales positivos pequeños. 























Es tradicional usar las letras griegas e (épsilon) y 5 (delta) para representar t,. 
números. 

Con la frase: "que f(x) esté arbitrariamente cerca de L 
(tan cerca como queramos)" queremos decir que si tomamos 
cualquier número positivo e, por más pequeño que éste sea, 
la distancia entre f(x) y L, que es | í(x) - L |, es menor que 
8. Esto es, 

| f(x) - L | < e, ó equivalentemente, 

L - e < f(x) < L + e. 

Pero la última desigualdad significa que f(x) está en el intervalo 
(L - e, L + e) 

Por otro lado, la frase "con sólo tomar a x 
suficientemente cerca de a, pero no igual a a" 
quiere decir que se puede encontrar otro número 
positivo ó tal que la distancia entre x y a sea 
menor que 5, siendo x # a. Esto es, 


siguiente: 

Para cual 
otro interva 
(a - 6, a + o 

Otra inte 


0 < I x - a I < 5 



L-e ' 


0 < l x - a l y | x - a | < 5 

La primera dice que x # a y la segunda, que la distancia entre x y a es menor que 5. 

[D EFINI CIÓN!] (Rigurosa de límite). Sea f una f A 

abierto que contiene ál rmnt uncion definida en un intervalo 
i J '!!® dpUnt ° 3 ’ exce P t0 Posiblemente el puntea. 


Lim a f (x) L si para cada E > o existe un 8 > 0 

0 < | x - a | < 6 => | f(x) - L | < e 


Para los aficionados a las pxnr» • ' ' ' 

escribe así: expresiones más formales la 

luidles, la definición antenor se 


En la ú 
se encuei 

encuentre 

Según 

e> 0 y : 

Podet 
el profe 
producú 


(»/(.)■! O (VE > 0) ( 35 > 0)(0<|i _ a|< 

Algunas veces, la implicación 


EJEM 


l <5 => | f(x) - L | < e) 
X ♦ 


0<U-a|< 8 => | fljx) - L | < 
asi: 1 

|IÍX) L|< ‘ SÍ ' mpre< l" E 0<|x-a|< 5 

glica de ver esta definición es la 


a + 8 


Ó 


a - 8 



Solucii 

Dadc 


Cálcul 

Bust 
























a a + 6 


es menor que 6. 

i en un intervalo 
lente el punto a. 
>0 tal que 

c) - L | < e 
ión anterior se 


(x) - L I <£ ) 
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siguiente: 

Para cualquier intervalo pequeño (L - e, L + e) alrededor de L podemos encontrar 
otro intervalo (a — 8, a + 8) alrededor de a tal que f lleva todos los puntos de 
(a - 8, a + 8), excepto posiblemente a, en el intervalo (L - e, L + e). 

Otra inteipretación gráfica de la definición de límite es como sigue: 




V e > 0 3 8 > 0 0<|x-a|<8=>| f(x) - L | < e 

En la última figura vemos que los puntos (x, f(x)) de la gráfica de f, con x # a, que 
se encuentran entre las rectas verticales x = a- 8 y x = a + 8, también se 

encuentran entre las rectas horizontales y = L- e ey = L + e. 

Según esta definición, para probar que Lím f(x) = L, primero se da el número 

x-»a 

s > 0 y se debe elaborar para producir el número 8 > 0 que cumpla con: 

0<|x-a|<8=> | f(x) - L | < e. 

Podemos pensar este proceso como un juego (juego de la prueba del límite) entre 
el profesor y el estudiante. El profesor da el £ y el estudiante, para ganar, debe 
producir el respectivo 8. Empecemos el juego: 


EJEMPLO 1. 


Usando la definición e-8> probar que 


Lím (2x - 1) = 5 
x->3 

Solución 

Dado un E > 0, debemos hallar un 5 > 0 tal que: 


0<|x-3|<6 => | (2x — 1) — 5 | < e 

Cálculos previos. ( Buscando un valor de 8 ). 

Buscamos 8 manipulando la última expresión: 
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Capítulo 2. Líi 

| (2x - 1) - 5 J = | 2x - 6 | = | 2(x - 3)| - 2| x - 3 j 

Luego, 

i 

| (2x- 1)-5 | < e <=> 2| x - 3 | < e <» 1* " 3 \<\ 

Cálculos pr 

e 

Tenemos 

La última expresión nos sugiere que debemos tomar ^ . 

Prueba Formal. (Comprobando que el 8 hallado funciona) 



Si dado 8 > 0, tomamos 5 — —, entonces 

0 < | x — 3 | < 5 => |x-3|<|=>2|x-3|<e => | (2x - 1) - 5 | < e Per0 ’ 

De est 

Vemos que con 8 = — logramos lo que queríamos, que es, 


0 < | x - 3 | < 8 => | (2x- 1) - 5 | < e. 


Encc 


Luego, Lím (2x - 1) = 5 
x—>3 


OBSERVACIONES 


1. La segunda parte de la solución del ejemplo anterior, a la que llamamos pm¿¡ 

formal, c onsiste e n r ecorrer a 1 r evés 1 os p asos d ados e n la p rimera p arte. Es 
significa que el verdadero trabajo de la prueba está en los cálculos previos, siena 
la segunda parte una simple comprobación. Por esta razón, más adelante, ; 
prueba de un límite la concluiremos al encontrar el 5 en la parte de cálculo 
previos. 

2. En el ejemplo anterior hemos encontrado que tomando 8 = 8/2 llegamos a i 

conclusión que queríamos: 0 < | x — 3 | < 5 | (2x — l) — 5 | <e. 

Se puede tomar también para 5 cualquier número positivo menor que e/2. & 
efecto, si tomamos 8¡ < 8 = e/2 se tiene, por transitividad, que 

0 < | x - 3 | < 5, => 0 < | x - 3 | < 5 => | (2x — l) — 51 < e. 


Por 

Prueb: 

Si 

0 > 


EJEMPLO 2. 


Si a > 0, usando la definición e-8> probar que 
Lím V"x = V"a 


x->a 


Solución 

Para un 8 > 0 cualquiera, debemos hallar un 8 > 0 tal que 


EJí 


Solí 

I 

Cá 
























llamamos prueba 
■ imera p arte. Esto 
os previos, siendo 
más adelante, la 
parte de cálculos 

:/2 llegamos a la 
- 5 | < e. 
mor que e/2. En 
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O < | x - a | < 8 => | yjx |<e 

Cálculos previos. (Buscando un valor de 5 ). 


Tenemos que: 

| V~x - Va | = 


Vx + Va 


(Vx - Va ) (Vx + Va ) 


x -a 


1 ll 

Vx + Va 


Vx + Va 


v^ + vrl 1 


Pero, 


1 


1 1 

< 


Vx + Va Vx + V® Va 

De esta desigualdad y la igualdad anterior, obtenemos 

1 


En consecuencia, 


Vx-Va|<^|x-a| 


I Vx - V® I < e si - 7 =- I x - a I < E, o sea si I x - a I < e Va 

y/a 

Por tanto, tomamos 8 = e Va . 

Prueba Formal. (Comprobando que el 8 encontrado funciona). 

Si dado s > 0, tomamos 6 = e Va , entonces 

0 < | x — a | < 5 => | x — a | <cVa => ^ | x — a | < E => | Vx ~V® | <e 

Luego, Lím Vx = Va 
x-»a 


EJEMPLO 3. 


Usando la definición £-8, probar que 


Lím (x 2 + x + 1) = 3 
x->-2 

Solución 

Para un E > 0 cualquiera, debemos hallar un 8 > 0 tal que 

0< | x-(-2) | = | x + 2 | < 8 => | (x 2 + x + l)-3 | <8 

Cálculos previos. (Buscando un valor de 8). 

Tenemos que: 
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Capitulo Z Limites, 




,Co %, 

I (x 2 + x + 1 ) - 3 | = | x 2 + x - 2 | = | (x — l)(x + 2 ) | = | x — 1 || x + 2 | 

Observar que en la última expresión, el factor | x + 2 ¡ es el que deben^ ' 

menor que 5. Para hallar a 8 , al factor acompañante | x — I | debemos acotarlo ^ 
constante. Es decir, debemos encontrar una constante M > 0 tal que 

| x —1 | < M. 

En los ejemplos anteriores esta M la hemos encontrado con relativa facilj^ 
para el ejemplo anterior, M = l/yja . En el presente caso, no existe un M q Ue ' 

| x -1 | en todo IR, que es el dominio del polinomio x 2 + x + 1. Sin embargo ^ 
sólo estamos interesados en los puntos cercanos a - 2 , conseguimos tal M 
restringimos a un intervalo centrado en -2. Asi, si sólo consideramos los x que 5 
a una distancia de 1 de - 2 , esto es | x + 2 | < 1 , se tiene que: 

| x + 2 | < 1 => -1 < x + 2 < 1 => -3 < x < -1 => - 4 < x - 1 <_j 

=> 2<-(x - 1)<4 => 2 < | x - 1 | < 4 
O sea que hemos conseguido M = 4 tal que 

| x + 2 | < 1 => |x-l|<M = 4 (Í1 

De (1) y (2) obtenemos: 

| x + 2 | < 1 

Por tanto, 

| x + 2 | < 1 y 4 | x + 2 | < e => |(x 2 + x+1)-3|<e 

Luego, 

(x 2 + x+l)-3 |<e (3) 


Capítulo 2. Límite 

ESTRATEGI 

Observando 

se siguen 3 pas 

Paso 1. (Sacar 
Esto e 


Paso 2. (Acota 
0 = 


Paso 3. (Es 
i y 2 

o < | x - 

O sea, 


|(x 2 + x+l)-3|<4|x + 2| 


|x+ 2|<1 y 


Ahora tenemos dos restricciones sobre | x + 2 |, que son: 

| x + 2|<1 y | x + 2 |< — 

4 

Para asegurarnos que ambas desigualdades se cumplan, escogemos como 
menor (mínimo) de los números 1 y e/ 4. Esta escogencia la abreviamos así: 
8 = Mínimo { 1 , e/4 }. 

Prueba Formal. (Comprobando que el 5 encontrado funciona). 

Si dado e > 0 , tomamos 8 = Mínimo { 1, e/4 }, entonces, por (3), 

0<|x + 2|<8=>|x + 2|<l y |x + 2|<| => |(x J + x + l)-3 

Luego, Lím(x^+x + l) = 3 
x ->-2 


EJEMPLO 


Solución 
Para un 


Cálculos pr 
Paso 1. (Sa 


<S 


Paso 2. (A 
Bu: 





















MI 

1 1 x + . 

es el r, 2 

•al qu; ac «t 


” rcla «v a f 

^•«u^'N. 

' S '" *»CS 



Se gui 


era mo s °L! aI i?' 


So. 


* lo: 


" 4 < 
4 


S X 


*~1 


9u e . 


■ I 


(2) 
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ES IRATEGIA I ARA GANAR EL JUEGO DE LA PRUEBA DEL LIMITE 

Ob ando los ejemplos anteriores vemos que para probar que Lím f(x) = L* 

se siguen 3 pasos: x-*a 

Paso 1. (Sacar el factor lx-al!n„l<r-kTi - i i 

. 1 3 I /• De f(x) - L sacar como factor a x - a . 

Esto es, conseguir una función g(x) tal que 

I f(x) - L | = | g( x ) | | x — a ¡ 

Paso 2. (Acotar | g(x) | ). Encontrar un número p > 0 (en la mayoría de los casos, 

P = 1) y un número M > 0 tal que 

°<|x-a|<p => | g(x) | < M 

Paso 3. (Escoger 8 ). Dado e > 0, tomar 8 = Mínimo {p, e/M) ya que, por los pasos 
i y 2, 

0 < | x - a | < 8 = 

O sea, 

0 < | x - a | < 8 => | f(x) - L | < e 


f(x) L | — | g(x) ||x-a|<M|x-a|<M — = e 

M 


1 )~3|< e 
3 I < E 


( 3 ) 


ogemos como i i 
ueviamos así: 

)• 

r (3), 


EJEMPLO 4. 


Usando la definición e—8> probar que 


Lím 


1 


- = 2 
x —>1/2 x 

Solución 

Para un e > 0 cualquiera, debemos hallar un 8 > 0 tal que 


0< |x-“ 


<5 


x ~ 2|<e 


Cálculos previos. (Buscando un valor de 8 ). 


Paso 1. (Sacar el factor I x — 1/2 I ). 


i-2 

X 


1 - 2x 


l 

x 


2x -'Mx ll*-5| 


Esto es, 


1 1 2 
- - 2 | = | g(x) | | x - j |, donde | g(x) | = | - 


Paso 2. (Acotar | g(x) | ). 

Buscamos unP>0yunM>0 tales que: 



















C*P 


ituío í Umites y Con, 



CaP 


itul° ■ 


a A 




r 




si * 


ll‘ p .rudan*"*' 

I*'' *„»*** 

. |g(*)l'l * ,<i» ll,ESl 

paiaaco^ 1 ’ l, ¿ p*4 

I* 2 T¿i ==> 

E 0 ^ . 2 4 3 ^ 


se acerca a 0. Por ta nto 


toir» 


lando: 


8/3 


*'2 


1 


<£ Jt 


J.+ 


Osea 


2 M-h 8 

4 8 ^ B 3 ' * 

X M-8,tal esque 

3 * i consegt»" 105 M 

síP ' 4 ’ 2 | <M -8 


1/4 1/2 3/4 


, n => 

-2 <P'4 


paso 


(E! «og«r5). To^“ S ,1 e } 

’ v - \ = Mm 1 " 10 i 4 ’ 8 J 


nuee i6encontrado funciona) 
Prueba Forma,- (Comp ro ^ an 0 1 < g( £) 

I|< 5 =.li-2|-|-|| X 2l 8 


= e 


0< U 


Como Lío 


Como 


algunos teoremas sobre limites 

L. a „, de esta sección seta dedicada a presentar algunos teoremas 4 

importanctopara el desarrollo posterior del curso. T amb, en pagaremos las de* 
contraídas en la sección anterior, como son las leyes de los limites (Teorema 2.2) 
Comenzamos, parcialmente, con esto último. 

(Ley de la suma ). Si Límf(x) = L y Lím g(x) = G , probar que 


x->a 


x->a 


Solución 


LNf(x) ± g(x)]= [ Lí m f(x)] ± [ Lím g(x) ] = L ± G 

X ^ 


x->a 


Debemos probar que,dadoe>0,existe 6 > 0 tal que 

a ' <5=:> 1 t®t*) ± g(x)> - (L ± G) I < 
























J'c, 


se acerca a o. p Q 
(ornando: 



- 


nos teoremas de 
emos las deudas 
(Teorema 2.2). 


G , probar que 
= L ± G 


Tomando 5 = Min { 5,, 8 2 }, usando (1) y (2) se tiene que: 
0<|x-a|<8=>| (fi[x) ± g(x)) - (L ± G) 



- | (f(x) - L) ± (g(x) - G) | < | f(x) - L | + | g(x) - G | < - + - * e 


TEOREMA 2.4 Si f(x) á g(x), V x en un intervalo abierto que contiene a a, 
excepto posiblemente en a, entonces 


Lfm f(x) < Lím g(x) 
x-»a x->a 


Demostración 
Ver el problema resuelto 12 


TEOREMA 2.5 (Ley del emparedado o ley de la arepa rellena) Si 

1. g(x) < f(x) < h(x), Vx en un intervalo abierto que contiene a 
a, excepto posiblemente en a. 

2. Lím g(x) = L = Lím h(x) 

x->a x->a 

entonces 


Lím f(x) = L 
x->a 

Demostración 

Aplicando el teorema anterior se tiene que 
f(x) < g(x) < h(x) => 

Lím g(x)< Lím f(x) < lím h(x) => 
x-»a x->a x->a 


Y 


L <Lím f(x) < L 
x-^a 


Lím f(x) - L 
x->a 



. 
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EJEMPLO 6.1 Probar que Lím —= 0 

- x->0 i + x* 


Solución 


< x 


Tenemos que 0 < - ~¡r 

1 + x 

x 2 hrxl = x 2 entonces f(x) < gíx) < h(x). 

sí f(x) = o, g (x)= — x y hW 

l + * í ím h(x)=0. Luego, por el teorema anteri 0r 
Además, Lím f(x) = 0 y L 

x-»0 X_>U 

,2 

Lím í —j = 0 

x->0 i + x 4 


Capitulo 2. U 

2. Seafdcf 

Lím 

x-»a 


PROBL 


TEOREMA 2.6 


Teorema del cambio de variable 

Si x = g(0 ^1 que Urn^ g(t) = a y g(0 t a para todo 


Solución 
En pri 


entonces 

Lím f(x) = Límf(g(t)) 
x-»a t-»b 

El cambio de variable es x = g(t). 


Demostración 
Ver el problema resuelto 13. 


Resol 

Dad( 

0 < 
o sea, 

Co 


LIMITES UNILATERALES 

Terminamos la teoría de esta sección presentando las definiciones rigurosas de’: 
límites unilaterales. Para esto, observemos que 

0 < | x — a | < 5 O-5<x-a<0 y 0<x-a<5 
O 0<a-x<6 y 0 < x- a < 6 

Los X que cumplen con 0 < a - x < 6 son los x en el intervalo (a - 6 a)» k 
tanto, están a la izquierda de a Fn mmki/v i ' » ' r - 

los x que están en el tervl fa > + t ' X ^ 0 < x - a < 6 « 

’ y P or tanto, están a la derecha de a. 


Luet 


So' 


Límites unilaterales 


'■ ^ ea definida en un intervalo abierto de la forma (b a) 
Un, f(x) =L« (Ve>0)( 


> 


































' oZ L lmit 


e s 




°X 


S(x) 5 h(x). 


orema 


a nteri 


lQ r. 


**Para todo,^ 


(a - 5, a) y, por 
>< x- a <5 son 
ha de a. 


x) - L | < e ) 
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Lím f(x) = L <=> (V 8 > 0)(3 8>0)(0<x-a<8 
x—»a + 
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f(x)-L|<e) 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.2 


PROBLEMA 1. 


Probar que ^ím x sen — = 0 
x—»0 x 


Solución 

En primer lugar observar que no se puede aplicar la ley de producto debido a que, 

como lo muestra el ejemplo 6 de la sección anterior, no existe el Lím sen — = 0. 

x—>0 x 

Resolvemos el problema recurriendo a la definición e-6. 

Dado e > 0, debemos hallar 6 > 0 tal que 

0 < | x — 0 | < 5 => | x sen~ - 0 j <E 

o sea, 0 < | x | < 5 => | x sen ^ | < F 

1 


Como 


x sen 



es rigurosas de los Luego, para el e dado, tomamos 5 - e. 



PROBLEMA 2Íj Mediante la definición 8-5, probar que Lím^ 


x-2 


= 5 


Solución 


Debemos probar que dado e > 0, existe 5 > 0 tal que 

5 


0 <|x-3|<5=> , x _ 2 

Cálculos previos. (Buscando un valor de 5). 
Paso 1. (Sacar como factor a | x - 3 | ). 


-5 <e 


























_5__| x-3 I 

^ ' * K o tales que 

5 y Hadantes R» ’ K 
.cotamos T^í\’ 

_ 5 _ < K 

| x-3 | < P 




o_I Tenemos que 

P '2 • . 1 

i a- 1 => - i<x-3<2 

-3|<P'2 2 
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-5x + H 

x - 2 


5 , 

TTi 1 ’ 1 ' 3 ! 


Capítulo X Un 

[problem 

Solución 

Proceder 

Supongi 

por hipóte- 

Esta c 


_i_+l<x-2 <— + 1 


1 <9 _> <1° 
ni 2 3 |x-2| 

1 5 

Esto es, | x - 3 | < 2 ^ 


< 10 


PROBl 

Solucií 
De z 

ya qu 

Pr 

C 


Antes de continuar observemos que en este caso no podemos tomar p 
ya que de haberlo hecho tendríamos que 

| x — 3 | < 1 -1 < x-3<l => 0<x-2 < 2 

Pero esta última desigualdad no puede invertirse debido al 0 que aparece» 
la izquierda. 


Paso 3. (Escogemos 8). Tomamos 5 = Mínimo 
Prueba Formal. (Comprobando que el 5 escogido,™^ 0 ‘ 


0< U-3|<6 => | x 























< 


+ 1 


omar 0 = 1 , 
2 

e aparece a 


Solución 

Procedemos por reducción al absurdo. 

Supongamos que c * 0. En este caso se tiene que | c | > 0. Tomando e = - ¡ c |, 
por hipótesis, se tiene que 

|e|<e 


c I < -^1 c 

Esta contradicción pueda la tesis. 


2| c | < | c | 


PROBLEMA 4. [ (Unicidad del límite). Probar que 

Lím f(x) = Lj y Lfm flr x) = L2 => Lj = L 2 
x-»a x—>a 

Solución 

De acuerdo al problema anterior, basta probar que 

1^1 ~ L 2 I < e > V e > 0, 
ya que tendríamos: 

Lj — L 2 = 0 => L| = L 2 
Probemos (1): 

Como Lím f(x) = Lj, dado e/ 2 existe 5 i > 0 tal que 
x-»a 

0 < | x - a | < 5, => |f(x)-L,|<| 

Como Lím f(x) = L 2 , dado e/2 existe 82 > 0 tal que 


( 1 ) 


( 2 ) 


x-»a 


0 < | x - a | < 5 2 => | f(x) - L 2 | < 


(3) 


Por otro lado, sumando y restando f(x) y usando la desigualdad triangular: 

I L| -L 2 | - | (Ll - f(x)) + («X) - L 2 ) I < I Li - fw | + I ftx)- L 2 1 (4) 

Ahora, tomando 5 = Mínimo { 81 , 62 }> por (2)> (3) y (4), se tiene. 

0 < | x - a | < 5 => 0 < | x-a | < 5i y 0 < | x- a | < 5 2 

. 1 e e _ 

=> | L 1 -L 2 | < - + - 8 - 













, probar q ue 

5.1 Si Lím fW * I fr x ) I <K 

1 x-> a . I <5 => 1 ' 

< |x- a 1 

. c -> o tal que 

, „ = 1 existe o ^ 

- * _ T , dado es¬ 
como Lím f(x) - L ’ 

x-»a , «- \_l ^ í 

< | x _ a | < 5 => I 

Ux) |.| (M -L, + tlílW 

„ . . K . , + | Ll .setienedeíO y< 2) 

Luego, haciendo K 

f(x)l<l + l Ll =K 
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existen 6>0 y K>0tal % 



( 1 ) 

( 2 ) 


del producto). Si Lím f 00 = L Y ^ g(x) ~ G > Probar 

Lím [ f(x)g(x)] = [ Lím f(x) ] [ Lím g(x) ] 
x->a x-> a x->a 

Solución 

Debemos probar que dado e > 0 existe 5 > 0 tal que 
0 < I x — a I < 5 => I f(x)g(x) - LGI < s 

Por el problema anterior, existen 8 ' > 0 y K > 0 tales que 
0< I x-a I <6* => | f(x)|<K 

c™ ™ - L ’ daí ° e, = 8/2(1 G I + 1 ), existe 5 , > 0 tal que 
0< I x-a / <6, => | í(x) — L|c e , e 

r 2(|G| + l) 

Como L.m g( x) = G>dado , 1 

x->a 2 e/2K, existe 8 2 >0 tal que 

0 < I x — a | < s 2 ^ i , . 

Por otro lado, restando y sumando fíxlc 

1 W«(x)-LG | = |t f , y “ Sand ° la des >gualdad triangular. 

■ 1 ^ 1 1 8(X) - Gl + | ^ ^ %)[g W - °] I + I tKx) - L]G I 
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Ahora, te 
0< 1? 
Ux)g 


PRO 


Soluc 

Co 

Pe 

D 


[Ü 

So 


























imites y 


K > 0 



Ahora, tomando 8 — Min { 8', 8¡, 8 2 } se tiene que 
0< I x - a | <S=> 

I fl[x)g(x) - LG | < | f(x) | | g(x) - G | + | f(x) - L I I G 
< K | g(x) - G | + | f(x) - L | |G I 


< K 


2K 2( | G | + 1) 



+ * = e 
2 2 


PROBLEMA 7. 


Si Lím g(x) - G y G ^ 0, probar que 3 6 > 0 tal que 


0 < | x - a | < 8 => | g(x) | > ~ | G | 


Solución 

Como Lím g(x) = G y G ^ 0, dado s = (l/2)| G |, existe un 8 > 0 tal que 




• 'y, 



















De ( 1 ) y ( 2 ): 


1 1 i < Jl _ ‘-\ g(x)" G 

0 <|x-a | => |^) G |GII G I 

«J_|g(x)-G | 


Por otro lado, como L!m g(x) 
x->a 
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V 



I ||g(x)-0 
g(x)G ' 


g(x)G 

J— I g(x)" G I 

, a 

Portlpro ^a^ 

< x-a | <6, ==> I L 


O) 

< 2 ) 


C jpirulr 

PRO! 

Soluc 

Com 


2 1 


(3) 


G ,dado e' * eG 2 /2 existe un 5 2 >0 tal 


(pie 


eG 


0<| x-a| <S 2 => | g(x)-G | < 2 (4) 

Luego, tomando 5 = Mínimo {8|, 82}, por ( 3 ) > W tenemos que 

0< l x - a l <5=> |¿j-él < ^l g(x) - G l < ^ eG 


PROBLEMA 9. 


(Ley del cociente). Si Lim f(x) = L y Lím 
x-»a 

probar que 

Lím f(x) _ U“, f W 


y Llm g(x) = G *0 
x—>a 


Solución 


x-»a g(x) 


Lím g(x) Q 

x->a 


Esta prueba será corta, debido a que u nart . . . 

P " la lc y <tó producto y por c i „ . ' 8 onosa del ‘«bajo ya fue hecha. 

v Problema anterior 


I ím fYv\ 


So! 

Cs 

























ve, 


nf ihr 
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0 tal 


qu e 


PROBLEMA 10. 


Si Lfm f(x) = L y A<L<8, probar que 3 5 > 0 tal que 


x—>a 


0 < | x — a | < 5 => A < f(x) < B 


Solución 

A<L<B => B - L > 0 y L - A > 0. 

Como Lím^f(x) = L , dado e = Mínimo {B - L, L - A}, existe un 5 > 0 tal que 

0 < I x — a | < 5 => | f(x) - L | < e => -e < f(x) - L < e => 

=> -e + L< f(x)<s+L => 

=> -(L - A) + L < fiCx) < (B - L) + L ( -(L - A) < -s, e < B - L) 
=> A < f(x) < B 


= £ 


= G * 0 


ha. 


PROBLEMA 11. Probar la ley de la raíz: Si L(m f(x) = L,entonces 


x-*a 


füñm - tfl, donde L>0 sin 


es par. 


Solución 
Caso 1. L = 0 y n es impar. 

Como = \fo = 0, debemos probar que dado e > 0 existe 8 > 0 tal 

0 < | x — a | < 5 | ■%/ fi(x) | <e 

Bien, como Lím f(x) = 0, para e, = e n > 0, existe un 5 > 0 tal que 


que 


x—> a 


y[W) I <£ 



0 < | x - a | < 5 => | f(x) | < e, = e n =í 
Caso 2. L > 0 y n cualquiera (par o impar). 

Debemos probar que dado s > 0 existe 5 > 0 tal que 

0 < | x - a | < 6 => ItHW - ÍL|<E 

Bien, por el problema anterior, con A=^L y B=—L, existe 8,>0 tal que 

0 < | x — a | < Si => — L <f( x ) < 2 ^ 

y, por lo tanto, 
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te* 




0 < | x-a | <5i 

Por otro lado, mando la ¡dentid a< * : 


Capitulo 1 



Li 


p”'‘+P 

■fin V q-VL > se,iene 

con p - "v fW y ^ 


f(xHi 


ffW- + ^ f(x) ^ n 2 +ÍÍH 

^ , a I < 5, por (1). «*> > °- AdemáS L Lueg0 ’ H- 

Cuando 0< |x-a |.,P ¡ón (2 ) anterior son positi Vas 

raíces del denominador de ia F 

consecuencia __ 


IPROÍ 


Soluc 

Paso 


Luego, cuando 0 < | x - a | < 5¡, 

_ 1 ^ 1 , 

^ (f(x )) n_1 +^(f(x)) n- 2 L+...+ ^f(x)L n " 2 +®y L n_1 «M 

De (2) y (3) obtenemos 

0<|x-a|<8, => |¡ff00 - ¡J/T | < i£W^Ll = > = | f(x) _ L | 

flF' HF' 

Ahora, como Lta f(x, - L, dado t, = e ^, existe 6 2 > 0 tal que 

o<ix-a|<8 2=> |f(x)- L | < s ¡y^fcr 

En consecuencia, tomando 8 = Mínimo U s \ j 

n i t l > 2/ j de (4) y (5) se tiene que 

0< |x- a |<5=> 

I *^00 - \Tl I < i . , ,- 

nnrrl^-L <—-_ F ?/ T n-i 

Caso 3, L< 0 v . . VL n ~> 1 ^=T 8 V L 


P: 




































íl) 



»fo. IíkU» i*. 




I I (41 

<fur 


<*> 


'que 




•« 


L»efo. P« d oso 2 y comKÍCTwdo ^ n ^ 

U» -1~=l 


-r(t) 


L^Vf^.rr 


f tx-nc que 

- Lim ^Ü\) - - STl 
x-*» 



Protw d tcomw 2 4 
1 . Existen 


Um f(s> 
X-M 


Si 

y 


Um 11 ») 

2. f(i) S f(xb Vx en un intervalo ahámn 

posiblemente en a. que COntwne * *' CXCC P , ° 



T— I. Probamos que O < *x) => 0 < Um h(x) 

x-*a 

Sea Um h( x) • L Queremos probar que O < L 

t-41 

Procedemos por reducción al absurdo Supongamos que L < O Luego, -L > O 
Ahora, dado t - j (-L), existe & > O tal que 


0<|x-a|<ó=> |h(x)-L|<e- i(-L) 

=>-|(-L) < h(x)-L< ¿(-L) 

=>-|(-L) + L < h(x) < i(-L) ♦ L 

=* - L < h(x) < - L =3 h(x) < 0. ( - L < O ) 

2 2 ' 2 

fcste ultimo resultado contradice la hipótesis O < h(x) 

Pa» 2 Probamos que flx) < g(x) => Um í(x) < Llm g(x) 

x —*a x-*a 

^ 0<#x)-íU) => O < Lim[|(x)- f(x)l (pato 1) 

x-»a 


=> O < Lim f(x) - Lun f(a) 

»-*a *-*• 


Um f(x) 5 Llm g(x) 
x-*a x-»a 


jt Oilt \|AJ V Probar el teorema del cambio de variable: 

&*-««) Um y «MM 

t-*b 

eoiooccs üm f(a) • Lim f(f(t» 

a-*a I-* b 
















Solución dQ e > 0, existe 8 > 0 tal que 

sea L , „ r, „ Debeos proba-,■*“»<“> 

^ ea x->a t I < f 

0<|,-b|<8=» l«W ,)) 7 [ >oulq „« 

, J F > 0, existe 5| ^ ti U. m 
„ Lím f(x) = L dado e ^ 

Bien, como Jr™, , ^ (1) 

0 < | x — a I < 5 « ^ __ s ,>0 existe 5> 0 tal que 

. dado Ei °i 

Por otro lado, como Lim g( 

0<l ,.„!<"=» | 8 (.»-I < ''- S ' d <2> 

0<|t _ b| <6 => 0<|g(»- a l< 'I' 8 ' 

Luego, d«(3)y ,1) por transitividad y considerando que x = g(t), se * 

0c 11-b | < 5 => | f(g(t))-L | < e 


17. Lía 
x—> 

Si 

18. Lírt 
x—i 

19. Pro 
S 

En l 

20. Li 
X 

22 . 1 


_PROBLEMAS PROPUESTOS 2.2_ 

En los problemas del 1 al 14 probar, mediante e-5, el límite indicado. 

,x 


Lím (4x-3) = 5 

2. Lím (9 — 3t) = -3 

3. Lím (— + 1) = : 

x->2 

t-»4 

x-»-2 

2 

Lím x = 4 
x->2 

5. Lím x 3 = -8 
x—>-2 

6 Lím x ~1 =! 
x—1 

x—> 1 

Lím (x 3 +2x-6) = -3 

8. Lím (2x“+ 3x-4) = 

c o Lím = 2 

“ 5 9 * x-1 

x->3 

x—> 1 

x->-l 


io. 


= -6 


x->5 


1 


,, Lím- 

13> | x | + 1 

x->0 


= 1 


. . 2x 2 
Lim-- - 

u * 5 - 2x 3 
x->l 

, . 1 + x 

14 Lim --= 4 

x->l/3 X 


12. Lím -J x + 5 =3 
x-»4 


En,o, P ,o blmm *„„,„ ro6a , med¡ame t & d ini¡ca¡¡o 

Lim c = c y. _ 


15 - S a C " c • c es u na constante. 


16 Lím x = a 
x->a 


Det 

Det 

( 1 ) 

( 2 : 

Ob 

Lo 




















Límites y Contlnij , 


> O tal que 


( 2 ) 

.demos escribir a*,., 
(3) 

t), se tiene 


asi ; 


\dicado. 

Lím (- + 1 ) = - 
5 5 

x—> -2 


Lím J<_d- = 2 


x—> 1 


x-1 


Lím —- = 2 
x-1 

x-»3 

Lím 4TTS = 3 
x—>4 


ndicado. 
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17. Lím x n = a n 


x —> a 

Sugerencia: x" - a" = ( x - a )( x-» + x "-2 a + _ > + xa „_ 2 + ^ 

18 . U»j-Í- Sugerencia: seguir el esquema del ejemplo 4 lomando p-Ul/2 

19. Probar: Lím f(x) = L:=> Lím |f(x)i = |lI 

x-> a x—»a 'IL 

Sugerencia: | | f<x) | - | L | ¡ < ¡ f^x) - L | 

En los problemas del 20 al 23, mediante teorema del emparedado, probar que: 
2 1 

Lim x sen — = o 


20 . 


2 -M? 


SECCION 2.3 


a 


LIMITES TRIGONOMETRICOS 

TEOREMA 2.7. [ V a e IR se cumple que 


Lím senG = sena 
0-> a 

Demostración 

Debemos probar que dado e > 0, existe 8 > 0 tal que. 

(1) 0 < | 0 - a | < 5 => | sen 0 - sen a | < e 

y 

(2) o < | 0 - a | < 8 => | eos 0 - eos a | < e 

Observemos el triángulo rectángulo de la figura. 

Los extremos de la hipotenusa son los puntos: 

L( 0 ) = (eos 0 , sen 0 ) y L(a) = (eos a, sen a). 

La longitud del cateto vertical es | sen 0 - sen a 

La longitud del cateto horizontal es | eos 0 - eos a | 

, , ■ * a (t roí Lía')') la distancia de L ( 0 ) a L( 0 ). 

La longitud de la hipotenusa es d(M°h 
























02 


,«. í(M«.M*» <| 0 '*L, „ «ñor « 8 "“ d * “ I 

om o Ij longitud de cede " 

“ ,iv ' W “T , , | CM e-co..l<l*>-* 1 ' 


»P W ’' 


X 1‘ 


teórémaTs] 


0-» o 


Demostración 

Paso 1. Lim sen ® - i 
0-»O + 6 

Sea 0 < 0 < y y. P° r tanto, scn ® > ® 
Observando la figura se ve que 


Pero 

. . (l)sen0 senO 

Area del AOQB * —-— —,— 

Area del sector circular OQB -(0X0 2 , 

Area del AOQT - 1(1) tan 0 —■ 

Luego, 

senO o tanj) 

2 2 < 2 • ^ sen 0 < 0 < tan 0 

Dividimos entre sen 0. (recordar que sen 0 > 0). 

6 1 

1 < —- < —'— . sen 0 

seno cose ^ cosOc-^— <j 

oto'/ 1 y L,m cos6 = coso = 1 

0- *° 0-»O + 

^ttego, por el teorema del emparedado, Lira «¡9 

0->0 + 0 



(inviniendo fracciones) 
(Teo. 2.7 ) 



i. 


Liw 


2 . 


L.r 


Dci 





















Umites v n 

yCon %, 


% 


entre L( a ) 


y í-(o } . 

' ,a hipot en ÜSa 


Po f 


puedan 


satisf. 


Cc V 
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Sea 2 < 6 < 0, y por tanto, sen 9 < 0. 

Si a = - 0 , entonces a > o v ™ „+ 

y a 0 O 6 —> 0 . Luego, 

Lim sen0 = Lim _ senQ 

0->O" 0 0 ->o-~^0~ = !HHl0) = Li m sena_ 

-9 n n- n a -+0* a 


EJEMPLO 1. Probar que: 

■ Lim tan ax 


x_>0 x ~ a 


Solución 

Si 0 = ax, entonces x -> 0 o 0 _> 0 Lueg0 
Lim tanax _ Lim tan ax _ Lim sen ax { 


2. Lim xcotax = —, a*0 
. a 

x->0 


= a 


x—>0 


->0“ 

ax 

“ x-»o~ 

ax eos ax 

lím 

sen© 

Lím 

1 


0->O 

0 

_ 0->O 

COS0 

- a [ 

Lím 

eos ax 
x- 

1 

Lim 

ax 

x->0 

sen ax 

a 

x->0 senax 


Lim sen 9 1 

e- »° 0 cos0 


cosax 


1 Lim 9 «I 

— „ -cos0 = — 

a 0->O sen0 a 


Lim 

9 1 

| Lim cos0~| 

|_0->O 

senG J 

Le-*o J 




TEOREMA 2.9 


Lím 1-cosx = 
x-»0 x 

Demostración 

1-cosx l - eos x 1 + eos x 


1-cos x 


x 1+cosx x (1 + eos x) 
sen x sen x 


sen 2 x 


x(l + cosx) 


1 + eos x 


Luego, 


Lím 1-cosx = r Lím senx j [ 
x->0 x L x-+0 x 


senx 


Lím 

x-»0 1 + cos x 


] - [l][0/2]=0. 








































y^ 0 (/ 3 / 2 )cos y - (1 /2)sen y - fi / 2 


y -> 0 (/ 3 / 2 )[cosy - i]' (l'2)seny 



Lim__ 

>0 l rr.^cosy “ 1 




(/T/2)(0) - (l/2)(l) 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.3 


PROBLEMA 1 


Hallar Lím (l-x)tan -x 
x—> 1 


Solución 

Si t-x-1,entonces x-t+1 y t-> 0 Cí> x -> 1. Luego, 
(l-x)tan jx = -1tan |(t + l) = -ttan(-t + f ) 


= tcot(-t) 

= l/(7t/2) = 2/7t 


Capiw' 0 2 . 
PROBLEN 

Solución 

Se tiene c 
eos rrv> 



(Id. trig. 19) 
(ejemplo 1, parte 2) 


se tiei 






















'“ yc "N 
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V3 


1 2 


‘n y 


2n y 

y 


|~^ftQBLEMA 2 . Hallar Lím cosmx-cosnx 
Solución 


x—>0 


Se tiene que: 

cosmx-cosnx _ (eos mx - eos nx)(cos mx + eos nx) 

2 2 
x x (eos mx + eos nx) 

eos 2 mx - eos 2 nx _ [ 1 - sen 2 mx ] - [l - sen 2 nx] 
x 2 (eos mx + eos nx) x 2 (eos mx + eos nx) 

sen 2 nx - sen 2 mx _ r sen 2 nx sen 2 mx -j_1_ 

= - — L 2 ~ 2 J 

x (eos mx + eos nx * 

= [n 2 (- Cn nX 


<sen mx 


nx 


Como, 


Lím 
x-> 0 

Lím 




se tiene que: 
Lím 
x-»0 


cosmx-cosnx 


^ mx ) 

2 ( sen mx ' 


mx ' 

1 

1 

1 + 1 

<N 

2 

2 

n 

- m 


eos mx + eos nx 


)’] =[n 2 (l) 2 -m 2 (l) 2 ] = n 2 - m 2 y 


PROBLEMA 3. 


Hallar Lím asenx-xsena 
x _>a acosx-xcosa 

Solución 

Si x = y + a, entonces y = x- a y x -> a O y -» 0. Luego, 

a sen x - x sen a _ a sen (y + a) - (y + a) sen a 

acos (y + a)-(y + a) cosa 

( a sen y eos a+ a eos y sena ) - (y sen a + a sen a) 

(a eos y eos a - a sen y sen a) - (y eos a + a eos a) 

(a sen y eos a - y sen a) + (a eos y sen a - a sen a) 

(a eos y eos a - a eos a) - (a sen y sen a + y eos a) 


a eos x - x eos a 










































28 




j 


(a eos a) (eos y 

y x ( eos y - 1) 

(ancosa-sena) + (asena)— -y— 

y _____ 

(eos y -1) _ ( a S en a + eos a) 

(acosa)-- v y 

, i ifmítp mando v tiende 3 0, se tiene 
En esta última expresión, tomando el límite cuan y 

ía m ros a - sen a) + (a sen a)(0} = jr eos a - se _na_ = sena-a 

(a eos a)(0) - (a(l) sen a+^ósa) -asena-cosa eosa + asen, 
Por tanto, 

i i m a sen x - x sen a _ sen a - a eos a 
x-» a acosx-xcosa cosa + asena 


cosí 


Solución 

sí y 55 ' 

L 

€ 


PROBLEMA 4. 

Hallar Lím sen 2 -sen 2 a 


Solución 

2 2 
sen x-sen a 

X —> 3 1 

x -a 46 


fsen x + sen alísen x - sen a] 

Ei 

x 2 -a 2 

[x - a] [x + a] 

1. 1 


_ [2™ (í|i) co, (ÍÍ)] [2cos (ilij se „ ( x^a 

[x-a][x + a] ‘ 

S. y = —,entonces x-a = 2y, x + a = 2(y + a ), ^ = 

Luego, 


(Ident. 40 y 41) 

2 ~y + a 


4. 



7. 

1 
































ilo 2. Umitgj 
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Lltn sen 2 -sen 2 a 

x —> a 2 2 

x -a z 


_ Lim Tsen(y + a) eos y IT / . x l er L¿ 1 

" y->ol_ y+ ' a Jl_cos(y + a) y j 


sen a eos a 
a 


sen 2a 
2a 


^P ROBLEMA 5. | Hallar Lim 2 eos 2 9 -5 eos 8 + 2 

0->w/3 2cos 2 0 + 3cos0 -2 

Solución 

Si y = eos 0, entonces 0->|-^o y -> ^ .Luego, 

Lím 2eos 2 6-5eos0 + 2 Lim 2y 2 -5y + 2 

0—»rt/3 2cos 2 0 + 3cos0-2 y— »■ 1/2 2y 2 +3y-2 

Lím (2y-l)(y~2) _ Lím y-2 = 1^2 = 

y—> 1/2 (2y-l)(y + 2) y—>1/2 y + 2 1/2 + 2 


3 

' 5 


(ídent. 40 y 41) 
f + a 


di 

] 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.3 


En los problemas del 1 al 23 hallar el limite indicado. 


Lím 

sen x 

2. Lím 

sen 2x 

3. Lím 

x—>rt 

x-rt 

x-»0 

sen 3x 

x->0 

Lím 

[ tan2x - sec2x ] 

5. Lim 

t-»0 

- cost 

sen t 

6. Lím 
x-> 

X->7t/4 




7. Lím 
x—> 1 


sen 2 ( x - 1) 


10. Lím 


x 2 -2x + 1 
1 - 2cosx 
re - 3x 


8 . 


Lím 


x-+0 


x - sen2x 
x - sen3x 


12. Lím 
x —> 0 


x—y 7t/3 

VT - Vi + cosx 


sen 2 x 


11 . 


4x ¿ 

sen 2 (x / 2) 

sen x 


tan x - senx 


cosx - senx 


x—> Tí/4 


eos 2x 


Tt 

eos —x 
13- Lím-V 

1 - Vx 

x-+l 











































27. 


28. 


29. 


30 
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14 . Llm 

x -+0 
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15. 


Llm 


1 ~ sen: 




16. Lim 11 : P“ . 0 > 2 

tan 5 6 - tan 3 0 


0->O 

Lím 


tan 5 0 - tan 3 
sen 0 - sen a 


I g Lím u ‘ sen d 

0->a sen(0/2)-scn(a/2) 

20 . Lim sen (a + x) - sen (a - x) 
x_ *° tan (a + x) - tan(a-x) 

2 

22 . Lím 2 tan x - tan x - 1 
x — 2 tan 2 x - 3 tan x + 1 


17- Lím 

x ->0 ,aíir ^ 

, 9> Lím f^iía+xT^cw, 

x ->o 

21. Lím 2 sen x — 3senx 

n "t 2 ~--¿! 

x->- 2sen x + sen*! 


Capitulo Z Limites y 

1. fnoestádefir 


Geométricamente, la continuidad es fácil de exolicar Tlnn f„„„- • 
su gráfico no tiene saltos o intemmeionesFn JZ u f ° 65 COntinuj s 
trazado sin levantar el lápiz del papel. palabras, si su gráfico puede a 


u "» fimdón fes continua en un punto a si Um „„ 

x —» a 

condiciones siguientes: Ctllllvaleilte al cumplimiento de las ! 
1. f está definida en a (3f(a)) 2. a Um 

.-.a 1 ’ 3 - Lm, f(s) - f(a) 

La definición de continuidad en a, al hayamos de Lím . . 

q “ fdcbe - ..eco q „ e 


^^'««mosqneraan,, . 

dtcn? n 'r idad es C ‘ Pl ""° * 0 S“c a es un pn.» 

definí al "™<>s «nn de e" Est ° «A 1 

no se cumple. Esto es- S Con< ^‘ c ‘ ones exigidas en 1» 


Si f es discontir 

removible. Se Uz 
discontinuidad es 

La discontinui 

de salvar la discc 

La continuid: 
problema resue 

f es continua 

1 ejemploT 


EJEMPLO 2 


Solución 

1. La primera 
efecto: f(4} 

La según 






























Si fes discontinua en a y existe Lim fi(x), diremos que la discontinuidad en a es 

x —> a 

removible. Se llama asi debido a que se puede redefinir a f en a de modo que la 

discontinuidad es eliminada. Es claro que la redefinición debe ser del modo siguiente: 

f(a) =» Lim f(x) 
x —► a 

La discontinuidad es esencial si no existe Lim f(x). En este caso no hay modo 
de salvar la discontinuidad. 


h 

. % \ 


x ->a 


La continuidad se expresa también en términos de e-8, como sigue (ver el 
problema resuelto 3): 


13 función « continuas, 
s ’ S1 su gráfico puede ser 


si Lim f(x) = f(a) 
x —> a 

umplimiento de las 3 


f es continua en a O (V e > 0) (3 5 > ü)( | x - a | < 8 => | f(x) - f(a) | < e ) 


EJEMPLO L a. El teorema 2.3 nos dice que toda función racional (en particular, 
todo polinomio) es continua en cualquier punto a de su dominio. 

b. El teorema 2.7 nos dice que las funciones seno y coseno son 
continuas en cualquier punto a de IR. 


Lim f(x) = f(a) 
x -» a 

, implícitamente exige 
a. 

i o que a es un punto 
ín a. Esto equivale 3 
riones exigidas en I a 


EJEMPLO 2.| Sea f(x) = 


x 2 -16 . 

-,si x*4 

x-4 

6, si x = 4 


Solución 


1. Probar que f tiene una discontinuidad removible en a = 4. 

2. Redefinir f para remover la discontinuidad. 

3. Probar que f es continua en cualquier punto a ^ 4. 


1. La primera condición de continuidad sí se cumple, ya que f está definida en 4. En 
efecto: f(4) = 6. 

La segunda condición también se cumple. En efecto, 
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ítu'° ' 


x _>4 x-»4 x - 4 

Pero, la tercera condición no se cumple, ya que 
Lím f(x) = 8 + 6 = fl[4) 



2 . «*) = 


iLJl^.si x*4 
x-4 , 

8, S1X = 4 


x 2 - 16 cu y 0 denominador no 

punto x * 4. ________ — 

__ _ x + 2 

Probar que la función g(x) = ( x + 2 

esencial en -2. 

^'calculemos los límites unilaterales. 


tiene una discontinuidad 
y ; 

i 


x + 2 

Lim-— 

x -* -2 + 1 x + 2 ' 

. x + 2 

Lim- 

x-»-2' |x + 2 1 


x + 2 _ Lím ^ j ^ = i 
x -> -2 + x + 2 x —> -2 + 


Lím 


-2 


x + 2 


Lím _ 

x-»-2~ -(x + 2) 


Lím 
x-»-2 




" 


Como estos límites unilaterales son distintos, concluimos que g no tiene límite i 
e \ punto -2. En consecuencia g tiene una discontinuidad esencial en este punto. 

CONTINUIDAD LATERAL 


[DÉFINlCIOPy 1. Una función fes continua por la derecha en el punto a si 

Lím f( X ) = f(a) 


1 U “ fi “ IÓn ' - “"“™ O pierda e„ „„ punt0 a si 
Um f(x) = f (a) 


Es evidente que: 


x->a~ 


continua en a 


. fe s continua 


f es continua por la ¡znni 


izquierda en a 


P° r la derecha 


en a 


En 


efecto, t 


Lím 


f(x) 


Lím 


f(x' 



Solución 

1. gtOO 

rÉJÉÑn 

Solució 

Se: 

Caso 1 


Caso 


DE1 
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[EJ EMPLO 4. [ La función parte entera fl[x) = [x] es continua por la derecha, pero 
discontinua por la izquierda en cualquier entero n. 


En efecto, tenemos que: 


Lírñ f(x) = Lím 



3 tiene límite e 
ste punto. 


lunto a si 

i punto a si 


da en a 

a en a 


x —y n 


Lím f(x) = Lím 


,nuae "< 


una *'80011^ 


x —► n 


+ W " n - fin) 

1 

_ [x] = n - 1 * f(n) 


Y 

1 

-1 

•—o 

0 

1 2 3 X 

H 

r 

x + 2 

1 x + 2 | 



Solución 


1- g,(x) = 


1. Redefmir g para que ésta sea continua por la derecha en a = -2 

2. Redefmir g para que ésta sea continua por la izquierda en a = -2 


x + 2 

:-—, si x * -2 

|x + 2| 

1, si x = -2 


2 - g 2 (x) = 


x + 2 

-, si x*-2 

|x + 2| 

-1, si x = -2 


EJEMPLO ój Probar que la función valor absoluto f{x) = | x | es continua en 
cualquier punto de IR. 

Solución 

Sea a un punto cualquiera de IR. 

Caso 1. a = 0 : Lím | x | = 0 = 101, ya que: 
x —> 0 

Lím | x | = Lím x =0 = |0| Lím | x | = Lím (-x) = -0 = 0 = 10| 
x-+0 + x-»0 + x —>0~ x ->0“ 

Caso 2. a * 0: f^x) = | x | es continua en a debido a que, cerca de a, la función f 
coincide con el polinomios p(x) = x, si a > 0 ; o con q(x) = - x, si a < 0. 


CONTINUIDAD EN INTERVALOS 


DEFINICION ) 1. Una función fes continua en el intervalo abierto (a, b) si fes 
continua en todo punto de este intervalo. 

2. Una función f es continua en el intervalo [a, b) si f es continua 
en el intervalo abierto (a, b) y f es continua por la derecha en a. 
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3. Una función fes continua en el intervalo (a, b] si f es Co 
en el intervalo abierto (a, b) y f es continua por la izquierda 

4. Una función fes continua en el intervalo cerrado [ a , b | sifi 
continua en el intervalo abierto (a, b) y f es continua a la der ^ 
en a y continua a la izquierda en b. 


EJEMPLO 7. | a. Una función polinomial y las funciones seno y coseno ^ 
continuas en el intervalo abierto (-oo, +oo) = R; 0 sea, Sc 
continuas en su dominio. 

b. La función parte entera f(x) = [x] es continua en todos lo, 
intervalos de la forma [n, n + l), donde n es un entero. 


EJEMPLO 8. | Probar que la función raíz cuadrada f(x) = \[x es continua en su 
dominio; o sea, es continua en el intervalo [0, +oo). 

Solución 

Debemos probar que f es continua en todo punto a del intervalo abierto (0 +oo) 
que f es continua por la derecha en a = 0. ’ n 

Bien, si a > 0, por la ley de la raíz, ^ Lím_x = 

Esto es, la función f^x) = ^ es continua en a. 


Por otro lado, si a - 0, entonces Lím -J~x _ J Lím x 
Esto es. la fimción „x) - V7 es c0 „ lmua por |a ^ ^ 


^ m r Lim x _ r~r 

x->0 + "Jx-,0 + ~^ = ° 


las ,e Y OP " ÍACIONES FUNCIONES 

CJií 7» ” OS *- 1- U proceso d 

Gracias a est ^ S f ° btiene que ésta también 2 pr ° piedad valiosa se traslada 

Sea c una constanle y sean f 

erra. 0 Emn * %u¡en “ 11 

nes también son continua 


Demostración 


1. f ± 


2. cf 


3. f g 


4 - g . s« g(a)í¿ 



cip ítu ' oZ 


Líiurt' 


Estos 

corresp 0 


resulta 1 

ndiente 


por ser f y 


Luego. 


Lím [f( x 
x -» a 

Esto nos dio 




Solución 

Por el ejenv 
Veamos las oti 

Tomo tan : 

parte 4 del tec 
tales que eos > 

En forma ar 


El siguient 
similar a la d; 


TEOREMA 


En el cap 
conseguir qi 
es R. Por ta 

exponencial 

p ° r otro 
c °ntinu a es 
modo sigui 
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Sérvalo Cer 

■ ( -o. 

•°% 

es continua , n 
ndc n es un entero. 


k . X) r ~^ cs c °nu„m 

l, 0 fo, +oo). 


intervalo abierto ( 0 , * 




FUNCIONES 

s dicen que el proco*'• 
rdad valiosa se Otska 
operaciones algcbf*** 
ciones continuas a 


funciones con,inU *^* 
tes también son c 


Estos resultados son consecuencias inmediatas de las leves de los límites 
correspondientes. Así, (I) es consecuencia de la le> de la suma. En efecto: 


Por ser f y g continuas en a se tiene: Llm f(\) 

x -*a 

Luego, 


f(a) y Lim g(\l = g(«) 
x -»a 


Lím Jf(x) ± g(x)] * [ Llm f(x)] ± [lim C (x)l f(a) Jt e(a). 
x -»a x —»a x-» a 

Esto nos dice que f ± g es continua en a. 


EJEMPLO 9. Probar que las funciones trigonométricas son continuas en su 
dominio 

Solución 

Por el ejemplo 1 ya sabemos que el seno y el coseno tienen la propiedad indicada. 
Veamos las otras. 

sen x 

Tomo tan x = CQS x es el cociente de dos funciones continuas, entonces, por la 

parte 4 del teorema anterior, la función y = tan x cs continua en todos los puntos x 
tales que eos x ^ 0, que son precisamente los puntos del dominio de y = tan x. 

En forma análoga se procede con y = cot x, y = sec x e y = cosec-xr 


El siguiente resultado es consecuencia de la ley de la raíz y su demostración es 
similar a la dada en el ejemplo 8. 


TEOREMA 2.11 1 1. Si n es par, entonces la función f(x) = a/x es continua en 
el intervalo [0, +oo); o sea, es continua en todo su dominio. 

2. Si n es impar, entonces la función fix) = a/x es continua 
en IR; o sea, es continua en todo su dominio. 


CATALOGO DE FUNCIONES CONTINUAS 

En el capitulo anterior, para definir a' con x irracional, nos guió la idea de 
conseguir que la función exponencial f)¡x) - a' sea continua en todo su dominio, que 
es R Por tal razón, agregamos a nuestra lista de funciones continuas a la función 
exponencial. 

Por otro lado, también afirmamos que la función inversa de una función 
continua es continua. Esta afirmación la podemos justificar intuitivamente, del 
modo siguiente. La gráfica de una función continua f no tiene saltos ni 
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4 • reflejando la gráfica de feil 

r ' se obtiene rc j , tanip0C0 tiene saltos 0 

emipciones. U pUkM * I» 6"®* * r esuM» « injo™*. P» 

s pí» 8 o»' »- *, e ;:V'« ,eo-e»». “>« d ' mos,ri “" 

-mal la omitimos. r HnnH '* f - 


ue lo hacemos * 

ral la omitimos. intervalo I, donde f ^ 

_-ri Sea fuña función definida la función inversa 

2ÜH53S jo s ”,¡ v ,.sif«p»"'» uaen1 ' 

r i es connmo< > ¡ón log aritmo y » log,x es 

üresolladoanterior ’ ‘ *’ " 

tinua, por SC , r , r’ CrS lís,!Lono C métnca X s inversas’son continuas. 

cluimos que las funcio impor tante, catálogo de funciones 

.continuación presentamos un pequeño, pero impo 


mas. 

iS siguientes funciones son continuas en su dominio: 

1 íTnnrinni 


inomios 
iciones radicales 
cioncs trigonométricas inversas 
ciones logarítmicas 


2. Funciones racionales 

4. Funciones trigonométricas 

5. Funciones exponenciales 
7. Función valor absoluto 


El s iguiente t eorema e s un c aso p articular d el t eorema d e c ambio d e v ariable o 
teorema del límite de una composición de funciones. La demostración la presentamos 
en el problema resuelto 4. 


(Teorema de sustitución). Si Lím g(t) = L y fes continua en 

t —> b 

L, entonces 



Solución 


t ™ b g (t) ~ L *P r °barque Lím e g(t) L 
t-»b 

' u -"~ e 2x _ 

-— c - Hallar ,, 

e X - 1 L ' m ln 

x ->0 


b - Hallar Lim __ 

x ~ >0 TTj 


,í e 2x -l 


\ 


e -1 


Límite y Cont 

C^ % 


. ue inflicdiatamen 

**£**.»-• 


Lír 0 v 
x^° e -* 

.Tomando en cuente 

Lím j 

x—>0 


Una consecuenci 

capital, es el siguit 
operación de compe 


[TEOREMA 2.14 

Demostración 

Por ser g continc 
Reemplazando e 


Esto nos dice qi 


EJEMPLO 11. 

Solución 

Si g(x) = ln x 

(fe 

La función gi 
absoluto f( x ) = 

ta ^biénescont 























** v Cn nt¡ 


ir »üi, 


'Vi 


la erifica 

.7° «o 

■ s 'mporia„, e *« 

"ya dera„ sl ' Po, 

M 0r ) 

o I, donde f 
función in^ 


”° ^ " ’°&,x 


forma 


análo 


es 

8a, 


de funciones 


‘lev ariable o 
i presentamos 

y continua en 
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a . Sigue inmediatamente del teorema antcnor tom. ■ 
exponencial f(x) c es continua. ' ‘ ,n 0 cn cu cnta que la función 

b Este límite es una indeterminación del tipo - Tcncmo- 


2X “ 1 _ Lím (e'+lVpX , 

~Z~ ~ . ----_ Llm 

>0 e x - 1 x ~*0 e x _ . 

1 x-+0 


íe x + 1 ) 


= L(m e x . o 

x—>0 + |= e +|= i +] = 2 


x—> u i = i + i = 2 

c Tomando en cuenta que la función logarítmica ffv\ — i„ 

c> 1 b mica “ 'n x es continua, se tiene: 

Lím ,_f c2V “ 1 . í i p2x _ ^ 

= ln( 2) = In2 


Lím , n 
x—> 0 


e x - I 


= In 


^ 11 «2x . , \ 

Lim e - 1 

x-*0 e x _ | 


Una consecuencia del teorema anterior, que es inmediata pero de importancia 
capital, es el siguiente resultado, que dice que la continuidad también respeta la 
operación de composición de funciones. 


[TEOREMA 2.14 Si g es continua en b y f es continua en g(b), entonces la 
función compuesta f o g es continua en b. 

Demostración 

Por ser g continua en b se tiene que Lím g(t) = g(b) 

t —> b 

Reemplazando este límite en el teorema anterior obtenemos 

Lfm f(g(t)) = fíg(b)) = (fog)(b). 
t -> b 

Esto nos dice que f og es continua en b. 


EJEMPLO ll71 Probar que la función h(x) = | ln x | es continua en (0, +<»). 


Solución 

Si g(x) = ln x y f(x) = I x |, tenemos que h = f o g. En efecto, 

(f o g)(x) = f(g(x)) = f(ln x) = I ln x I = h(x). 

La función g(x) = ln x es una función continua en (0, + 00 ) y q ue la = 

absoluto f(x) = | x | es continua en IR. Por tanto, por el teorema anten 

también es continua en (0, +°o). 
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. orema que proporciona una propj^ 
pnunc iando un te° rerl I mostr ación por estar f Uera ; 
Terminamos esta sección enunc. itimoS la dem H 

nportante de las funciones continuas. 

lcance del presente texto. .«..«-medio). Si f es una función co ntlIlj) 

^ K “ u " “° ^ 

* ^ <K<m 

cnB „ces,,—«™«,n suene, = K. 

Gráficamente, este teorema^ dl " 
que cualquier recta horizontal y 

sstá comprendida en r las bcc0rtar 

horizontales y - f(a) e y U 

al gráfico de f en, por lo menos, un punto 
(c, fie)), donde a<c<b. 

( En el siguiente ejemplo usamos este 
teorema p ara 1 ocalizar 1 as raíces de una 
ecuación. 


Cap 


, •? Urrút^ 

itu» 



Dada la ecuación x 3 + 3x - 5 - 0 
a. Probar que esta ecuación tiene una raíz entre 1 y 2. 


b. Hallar una aproximación de esta raíz con un error menor que 0,1. 

Solución 

a. La función fl¡x) = x 3 + 3x - 5, por ser un 
polinomio, es continua en todo IR y, en particular, 
es continua en el intervalo cerrado [1,2]. 

Por otro lado, f( 1) es negativo y fl[2) positivo. En 


efecto: 


fi(l) = r + 3(1) - 5 =-i y 
f[2) = 2 3 + 3(2) -5 = 9 

Luego f(l)<0< 1X2) y, por el teorema del valor 

1 <C<2 y c 3 + 3c-5 = 0. 

b. Como una primera apro ' 

™w » íTTé* 1 " " óa2 - Ele8im0SJ 

’ '• Es decir. IU 1 1 < f U) ~ 9 - escogerá de 1 tiene u» 



para conseg' 
del valor 
sérvalos- ^ 

^valuamos 
la evaluación 

intervalo es t 

j l <c < *> 2 
Elegimos a 1 
Si se quiere 


[problém 

Solución 
, La funcic 

f es cont 

f es con 
En consec 

1PROBL 

f es cont 
Soluciói 

Pord 
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al gráfico de f en, por lo menos, un punto 
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( En el siguiente ejemplo usamos este 
teorema p ara 1 ocalizar 1 as raíces de una 
ecuación. 
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, •? Urrút^ 
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Dada la ecuación x 3 + 3x - 5 - 0 
a. Probar que esta ecuación tiene una raíz entre 1 y 2. 


b. Hallar una aproximación de esta raíz con un error menor que 0,1. 

Solución 

a. La función fl¡x) = x 3 + 3x - 5, por ser un 
polinomio, es continua en todo IR y, en particular, 
es continua en el intervalo cerrado [1,2]. 

Por otro lado, f( 1) es negativo y fl[2) positivo. En 


efecto: 


fi(l) = r + 3(1) - 5 =-i y 
f[2) = 2 3 + 3(2) -5 = 9 

Luego f(l)<0< 1X2) y, por el teorema del valor 

1 <C<2 y c 3 + 3c-5 = 0. 
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( => ) Por ser f continua en a, se cumple (1) y , además, f está definida en a. g n 
situación podemos eliminar el requerimiento 0 < | x - a | de (2^ 

para x = a se cumple que | f(a) - f(a) | = 0 < e. Pero, eliminado 

. . ^ 

requerimiento, (1) se convierte en: 

(Ve > 0 ) (35 > 0 )( | x - a | < 8 => | f(x) - f(a) | < E ) ( 

( <= ) Es obvio, ya que (2) => (1). 


PROBLEMA 3. | Probar que si f es continua en a y f(a) > 0, entonces existe i 
intervalo abierto (a - 8, a + 8) tal que 

f(x) >0, V x e (a - 8, a + 5). 


Por ser f continua en a, para s = — f(a) existe un 8 > 0 tal que 


ftx)-f(a)| <E=i-f(a) 


Biet 1 ’ c 


Soluc 

Det 

En 



Po 

Al 


















'lo 2 , 


Lírni 






° Sfá de fin¡ da 


e n, 


1 ^(2) $ 

, ** 


G) 


en,onc « fe*,, 
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Bien, como fes continua en L, por el problema resuelto 3, para el e > 0 dado existe 
un 5| > 0 tal que 

| x-L [ < Si => | f(x)-f(L) | < £ (1) 

Por otra parte, como Lim g(t) = L, para Si= 6, existe 8>0talque 
t —» b 


0< | t-b | <5 => | g(t)-L| < e,= 5, 

De (1) y (2) , tomando x = g(t), se tiene que 

0 < 11 - b | < 8 => | f(g(t)) - f(L) | < e 


( 2 ) 


|ue 


PROBLEMA 5.1 Sea f una función con dominio R, tal que 

f(x + y) = f(x) + f(y), V x e R, V y eR. 

Si f es continua en 0, probar que f es continua en todo punto a e R. 

Solución 

Debemos probar que Lim f(x) = f(a). 

x —> a 

En primer lugar tenemos que fi(0) = 0. En efecto, 

f(0) = f(0 + 0) = flO) + f(0) ^ f(0) = 2f(0) => fíO) = 0 

Por otro lado, por ser f continua en 0, Lim f(x) = f (0) = 0. 

x->0 

Ahora bien, haciendo el cambio de variable x = a + h se tiene que 

Lím f(x) = Lim f(a + h) = Lím [f(a) + f(h)] 
x —> a h-»0 h-»0 

= Lím f(a) + Lím f(h) = f(a) + Lím f(h) = f(a) + 0 = f(a). 
h->0 h -»0 


PROBLEMA 6. (Teorema del punto fijo). Sea f una función continua en el 


intervalo cerrado [0, l]. Probar que: 

0 < f(x) < 1, V x e [0,1] =* f tiene un punto fijo. 

Es decir, existe un c en [0, l] tal que f(c) - c 


Solución 

Caso 1. f(0) = 0 ó f(l)=l. 












• caso tomamos 


0 óc-iy 


Cap!*!» 2 - Limite.yCon^ 
sición se cumple. 



Probar que la función fes continua en el punto 2. fW - ■ 


-—, si x*2 

x - 2 

4, si x = 2 


yjx + 1 - 1 

2. Definir g(0) para que la función g sea continua en 0. g(x) = ~ . 

3. Probar que la siguiente función es discontinua en el punto 3 y que 3 es el ún»; 
punto de discontinuidad. 


En los problemas del 4 al 11 i,nii i 

funciones dadas, indicando el tipo de discmtiZidád' 05 * dbcont ‘nuidad de le 

4. í(x) = i ° ’ 


,1 Li 


En los p 

continuas « 

16. g(x) = ' 


18. f[x) = 

En los 
dada es di 



En lo 
intervah 
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12. fl» - 


-2 si x<3 
1 si 3 < x < 5 
4 si x > 5 


13. g(x) = < 


3x + 1 si x < -2 
2x - 1 si -2 < x < 4 


v ~2 + 2 si x>4 


14. h(x) = 


-y+I si x < 2 
2x - 3 si x > 2 


f-1 six<-2 
15. ftx) = < —- si -2 < 


<-2 

X+1 si -2 <x <2 
^2x si x>2 

En los problemas del 16 al 19, hallar a y b para que las funciones dadas sean 


continuas en sus dominios, 

. f-2 si x < -1 

16.g(x) = ' ax + b si-1 <x<3 
.2 si x > 3 


-sen 2 x si x < ni 4 
Í7. h(x) = jax + b si n/4<x<nJ3 
,cos 2 x si x > n/3 


-2sen x si x < -n/2 
18. f(x) = | a sen x + b si -tt/2 < x < n/2 19. g(x) = • 

.eos x si x > n/2 


2 71 • 

a-x^sen—, si x*0 


b. 


si x = 0 


23 g(x)=[V 1-x 2 ] 

l-x + 2n, sin<x<n + l 


n, 


si x = n 


En los problemas del 20 al 25, hallar el conjunto de puntos donde la función 
dada es discontinua. 

20. f(x) = [x + 1/2 ] 21. g(x) = [x/4 ] 

22. h(x) = 1 / [x] 

24. g(x) = 1 - x + [x] - [l-x]. Sugerencia: g(x) = 

„ , í 0, si x es racional 

25. f(x) = < 

[ 1, si x es irracional 

Sugerencia: En todo intervalo abierto siempre existe un racional y un irracional. 

En los problemas del 26 al 28, probar que la ecuación dada tiene una raíz en el 
intervalo indicado. Aproximar la raíz con un error menor que 0,1. 

26. x 3 + 1 = 3x, en [1, 2] 27. 2x 3 - 3x 2 - 12x + 2 = 0, en [-2, -1] 

28. cosx = x, en [0, 1] 

29. Sea f una función con dominio IR tal que 

f(x + y) = f{x)f(y), V x eIR, V y elR. 

Si fes continua en 0, probar que f es continua en todo punto a. 
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_verticales 

limitesTñfíñítosv 

1 


7’ 


Consideremos la función fW 


cuyo gráfico es el adjunto. 

Queremos analizar el comportamiento 
de esta función cuando x se aproxima a , 
por la izquierda y por la derecha. 

La siguiente tabla nos da los valores de 
ffx) para algunos valores de x cercanos a 1, 
tanto por la izquierda como por la derecha. 


tfw 


X 

0,8 0,9 0,99 0,999 -*• 1 <- 1.001 1,01 1,1 |, 

fr Y l - * 

25 100 10.000 1.000.000 ->+oo <- 1.000.000 10.000 100 25 

(x-l) 2 


Observamos que a medida que x se aproxima a 1 por ambos lados, el valor de f(j| 
crece ilimitadamente. Este hecho lo expresamos diciendo que el límite d¡ 

= ^ x _ j ^2 cuando x tiende al es +oo, y se escribe 


Lím 

x->l 


(x-l)" 


+ oo 


-1 


Ahora, consideremos esta otra función, f^x) = - — 

Ahora obsérvemela n'edtóaT 6 3 C ° ntinuación - 
1 Por ambos lados el val qU ® x se a P r °xima a 
ilimitadamente. Este hecho lo ^ dC ^ decrece 
necho lo expresamos diciendo 

<l ue el límite de ff x ) = __d__ Mo 

(x-i)2 cua ndo x tiende a 1 

es 00 . y se escribe Un* 1 

*->1 ^2 


_0,í 


(x-l) 2 


1,001 


1,01 


* '•000.000 -UJ.ooo - 


■ 1,1 

1,2 _ 

-100 

-25 


Cal ** 


En 
funció 
iibl 


pos 


Lfi 
x - 


L¡ 


































•»lo 2 , 


Ebru' 
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En resumen, tenemos las siguiente* ■ ■ 
función f está definida en un interval imciones informales. Se supone que la 
posiblemente en el mismo a. C 3 1Crto ^ ue cont iene al punto a, excepto 

1 *~* a Los valores de f (x) pueden hacerse arbitrariamente 

grandes, tomando a x suficientemente cerca de a. 

2 Lírn_f(x) <=> Los valores de f(x) pueden hacerse arbitrariamente 

grandes negativamente ( | f(x) | es grande y f(x) < 0 ), 
tomando a x suficientemente cerca de a. 

Similarmente se definen los límites siguientes límites unilaterales: 

3 - L "" f = + ” 4 ' Um fW - 5. U» f(„ . ^ 6 . Um f W , 

x->a x-»a 


x-»a 



a , x X 

Es evidente que 







7 . Lím f(x) = ±00 0 Límf(x) = ±00 y 
x->a x->a + 


Lím f(x) = ±QQ 
x -> a~ 


EJEMPLO 1. 


Solución 


Hallar los límites unilaterales de la siguiente función en los puntos 
de discontinuidad. f(x) = X + ^ X ^ 


Esta función racional tiene un único punto de discontinuidad, que es 2. Luego nos 
piden hallar 

Lím f(x) y Lím f(x) 

x -> 2+ x->2- 

Analicemos los signos del numerador y del denominador para puntos x cercanos a 2. 
En cuanto al numerador tenemos que 


Lím (x 2 +2x-3) = 2 2 + 2(2) - 3 - 5 
x —> 2 
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Como este límite es 5, para los puntos xel 
a 2, ya sea por la derecha o por la ■ q ’ 
valor del numerador se mantiene cerca de 5 y po 
lo tanto, éste tiene signo positivo. 

Ahora, si x tiende a 2 por la derecha x- 2¡es 
positivo y, como el numerador es positivo, el sign 
x 2 + 2x - 3 


Capítulo 2. Límites v Continu^ 


del cociente 


x - 2 


es positivo. Además, — 


como x - 2 tiende a 0 cuando x tiende a 2 por la 
derecha, concluimos que 


Lím 


x 2 +2x-3 

x-2 


= +oo 



Por otro lado, si x tiende a 2 por la izquierda, x - 2 es negativo y, como d 
numerador es positivo, el cociente x-2 es negativo. Además, como x-2 


■ A i. 

¡ende a O cuando x tiende a 2 por la izquierda, concluimos que 


Lím x 2 +2x-3 
x->2" 


x-2 


= - oo 


ASINTOTAS VERTICALES 

En el ejemplo anterior, la recta vertical x = 2, comparada con el gráfico de i¡ 
función, tiene una característica muy especial: La distancia de un punto P = (x, f(x)) 
del gráfico a la recta tiende a O, a medida que x tiende a 0. Por esta razón se dice que 
la recta x = 2 es una asíntota (vertical) de la gráfica de la función f. En general 
tenemos la siguiente definición. 


[ DEFINICION ]] Diremos que la recta x = a es una asíntota vertical del gráfico de 
siguientes 1 - ’ S ' ^ CUmple al menos una de los cuatro limite 


1. Lím fl[x) =+00) 2> Llm flr x)=+Qo> 3 Um ((x) = 


- 00 , 4. Lim fl(x)=-oo 

x-»a“ 


EJEMPL O 2.1 La recta y = o 

Una así , ntota vert >cal del gráfico de la función 


En efecto, ya vimos que L¡ m 


flx)=í-±2x -2 

x-2 


' +2x-3 


+ 2x-3 



Capítulo 2. Lfc 

^ÉFÍÑ»CK 

j Lím f(J 
x-»a 

Para to 
0- 

2 Lim f 
x->a 

Para t 
0* 

Las de¬ 
infinitos 


El siguie 
infinitos. L 


TEOREIV 


1. L > O 

2. L > O 

3. L < O 

4. L < O 

El teor 

Demostri 

Harem, 
probarem. 
a l lector. 1 



































el gráfico de la 
lío P = (x, ffx)) 
zón se dice que 
i f. En general 


I del gráfico de 
cuatro límites 



función 
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DEFINICION. (Rigurosa do . 

-interv l v- * ,nfInÍto ) - Sea f una función definida en un 

1Crt ° qUC contlene al Punto a, excepto posiblemente en a. 

I Lím f(x) = +co ^ 
x -> a 

Para todo M > 0 existe 5>0 tal que 
0 < | x - a | < 8 => f(x) > M 

2. Lím f (*) = - oo o 

x -> a 

Para todoM < O existe 8 > O tal que 
O < | x - a | < 8 => f(x) < M 

Las definiciones rigurosas de los límites unilaterales 
infinitos son presentadas en el problema resuelto 4 

El siguiente teorema nos proporciona resultados rápidos en el cálculo de límites 
infinitos. Las expresiones colocadas entre los paréntesis son, reglas nemotécnicas. 



a-S a a - 5 X 



TEOREMA 2.16 


Supongamos que Lím f(x) = L y Lím g(x) = O ^ 


x —y a 


x -» a 


f(x) 


1. L>0 y g(x) -* O positivamente => Lím E / x \ +co 


2. L > O y g(x) -» O negativamente 


3. L < O y g(x) -> O positivamente 


g(x) 

x —> a 

Lím = — oo 

g(x) 

x -> a 


Lím — = -oo 


f 

+ 

v o 4 
( 

+ 

O' 


- = + 00 


\ 


- = -00 


g(x) 


x-»a 


Llm Sil - + . 


- = -00 


- = + 00 



4. L < O y g(x) -> O negativamente g(x) 

x-+a - \, u j 

El teorema también es válido si se cambia x —> a por x —> a ó x — > a . 

Demostración 

Haremos una "demostración" informal, siguiendo el esquema del ejemplo 1. Sólo 
probaremos 1, ya que la prueba de los otros casos es análoga y se deja como ejercicio 
a l lector. La prueba rigurosa puede verse en el problema resuelto 3. 




































7 


27, 
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>0 para*** P'“* im ° ! ’ ”"» 

I. Como U»«*>- L yL 0 ¡,¡varare. P» ,os * Pernos,,^ 

Por otro lado, como g(*) Lue go, cuando x tiende a a, el co c ¡ tn ^ t , 

que g(x) > 0 y g(x) es cercano a 

Lím = + oo 

^ilimitadamente. Esto es, ^ g(x) 

es positivo y crece iu _ __ 

--anterior se tiene: 

Como un caso particular nota 

, _í— = +°° 2- ( 



ivo, entonces 

1 = í +°°r si n es 

2. Lím (x Ta) n l-^’^nesie 

v o 


Par 

'mp, t 


< x ' a ' x-*a“ 

x-*a + _ _ 

1 siguiente teorema son intuitivamente evii 
Los resultados establecidos en e 0 blema resuelto 5. El resto lo dej 

Una demostración parcial I. hacemos en el problema 

cargo del lector. 


;n te teorema su.. ... evid^ 

problema resuelto 5. El resto lo dej^ 

Si Lím f(x) = ±°° y Lím g(X) = L 

x -> a 

- x->a 

Lím |f(x) ± g(x)l = ± c0 > ( ±oo +L = ±°o) Ó ( 

x—>a 

Lím [ f(x)g(x)l = ±°° 


Sott»c‘ 6n 

a. Lím c ° 

x->° + 

b. Lím c 
x "*o 

Lím cC 
x->° 


cargo del lector. 

TEOREMA 2.18 


1. 

2. L > 0 

i 

L < 0 


entonces 

±QO -L = t«; 


x->a 

Lím | f(x) g(x) ] = T» 
x -> a 


( (±°o)(+) = ±co) 
-) = +«) 


Lím 

b- . 
x 


Ar 

entero 


( (±®)(-) 


3. L > O 


L < O 


4. L * O 



Lím 
x^a" 

Lím 
x-W 

L ím 

x -» a 


M 

g(x) 

M 

g(x) 

8(x) 

L f(x) 


: ± 00 


: T 00 


±00 


±00 


= O 


±00 


±00 


+ 00 


= o 


ven 

téc 

res 

a. 





























9u e 
°s a 




c Oc j 


a 

I \ 

«(¡í 


es 


Par 


: ,n, Par 


eví dent es 
de janios a 


- ±oo] 
30 ) 

) 


) 
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yÉMPtóg Probar que: 

a. Lfm cosecx = +oo 
x->0 + 

Lím cot x = +oo 


Lím cosecx =- 0 

x —y 0~ 


c. 


■0 + 


d - Lím cot x = - 
x —y 0 

Luego, la recta x = 0 es una asíntota vertical de 
y = cot x y de y = cosec x 


oo 


y “ cosec x 


Solución 

a. Lím cosecx = Lím 


1 


x->0 

b. Lím cosecx = Lím 

x —>0 


x->0 + sen x 
1 


.o - sen x 


0 + 


0" 



Lím cot x Lím cos x 

8* _A. — . A + 


.0" 


x -> (T sen x 


b Lím cot x _ Lím cos_x ^ 
X _»(T “ x -> 0~ sen x 


< 1 ' 


f 1 ' 


\o J 


y = cot x 


= + 00 


= - oo 



Argumentos similares a los prueban que las rectas x = nrc, donde n es cualquier 
entero, son asíntotas verticales de y = cot x y de y = cosec x. 

OTRAS FORMAS INDETERMINADAS 

00 

Presentamos dos formas indeterminadas más: — y oo - oo. En esta parte sólo 

00 

veremos casos simples de estas formas. Más adelante estudiaremos una nueva 
técnica, conocida con el nombre de Regla de L'Hfispital, la cual nos permitirá 
resolver casos más complejos de estas y otras formas más. 

a. Forma Indeterminada —. 

00 


Un límite de un cociente tiene la forma indeterminada , si el límite (o límite 

00 

lateral) del numerador y del denominador es ± oo. 


































26. I 


27. 


28. 


2‘). 


30 


4^] Hal laf ^0 + C0SCC * 


+ oo 


Solución 


. acuerdo 


alejen 10 


Lím cotx 

x^¿—- = — (?) 

. rtene mos que: +oo 

intenor, ten x ^ 0 + 


op^ 02 - Un 

Este limite 

Lím 



indeterminada de la forma - ^ linüte de una suma o dtfe KKl 

Este forma indeterminada se p _ n „„ _ ce o la exprestón - <o + „ 

aplicar la ley de la suma, seobt, „ do la suma o diferencia» 

este caso, la inde.erminacon se salva 

cociente. 


cociente. / j 'N 

«aliar - -J j 


Solución 

Lím 1 Lím _L - oo - oo ( ? ) 

Tenemos que: Lim _ - . , 00 v ’ 

x->0 + x 3 x - >0 * 

Bien, resolvemos la indeterminación: 

/ \ / 


Lím I _ ]_ 

x->0 + V x 3 x 2 


Lím f 1 - x 
x->0 + 


3 I» 1 Q + l= + c0 


% 



Solució 

Este 

Res 

Se' 


Lír 
x - 


t 


.PROBLEM AS RESIJFI TQg 2.5 

Hallar 


Lím __ tanx 

x-+0 


Solución 


(1-cos x)' 
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(?) 


° diferencia 


~ 00 + , 


°°.Ei 
ferencia en 


Este 


Lím 


límite es de la forma 0/0. Se tiene: 

sen x 


tanx 


x' >0 3^7-cosx) : 


_ Lím 
x ->0 


cosx 




cosx) 


_ Lím 
2 * ->0 


sen x 




eos x)' 



0 + ) 


(i)- 


(+ oo )( 1 ) = +00 


r^ÓBLÉMA 2. Hallar Lím 

x ->3‘ 


V 9-x 2 

x-3 


Solución 

Este límite es una forma indeterminada de la forma 

Resolvemos la indeterminación: 

Se tiene que: x -> 3 => x-3<0 = 


0 


3 - x > 0. Ahora, 


y¡ 9 _ x 2 _ y¡ (3-x)(3 + x) _ V 3-x >/3 + x 

-V 3-x >/3-x 


V3 


+ x 


x-3 


-(3-x) 


-V3-j 


Si f(x) 


= V3 + x y g(x) = - V 3-x se tiene que: 


Lím f(x) = Lím yl 3 + x V~6 > 0, 
x —x —> 3 


Lím g(x) = Lím(- V 3 + x ) - 0 y 
x —> 3 _ x->3 _ 

g(x) = -V3-x <0 

Luego, g(x) -+ 0 negativamente. 

Aplicando la parte 2 del teorema 2.16 se tiene que. 


V9-x 2 


Lím V 9 x _ Lím + \ _ _ 00 

x-»3 x-3 x->3" -V3-x 


. = -00 


El resultado anterior nos dice que la recta x - es 
asíntota vertical. Además ésta es la única, ya que 3 es e uní 
punto donde el denominador se hace 0. 















































-1 p^q^elTeorem^.16 


Si Lím f( x ^ 
x _»a 
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Capítulo 2 


= L , Límg(x) = 0 entonces 
x ->a 


f(x) 

Lím -j— = +*> 

. L ,„ y 8 (x)-»P“ ÍUVafflen,e x-a 8(X) 

Lím ^ = -*> 

2 .L>0yg(x)-»"'8 a,ÍVamente x->a 8 X 

, f(x) 

Lím - 7-7 = -» 

g(x) 

x -> a 

, f(x) 

Lím - 7-7 = +<*> 

g(x) 

x —> a 


la se< 


3 . L <0 y g(x )->0 positivamente 

4. L < 0 y g(x) -► 0 negativamente 


Solución 

Sólo probaremos 1 y 4. Para los casos 2 y 3 se procede en forma análoga r , 
dejamos como ejercicios para el lector. 

1. Debemos probar que dado M > 0, existe 5 > 0 tal que 
0 < | x - a | <5 ^ >M 

Como Lím f(x) = L>0 y L/2<L< 3L/2, por el problema resuelto 10¡ 


x —> a 


( 1 ) 


la sección 3.2 con A = L/2 y B = 3L/2, existe un > 0 tal que 
0< I x-a | <5[ => 3L/2 > f(x) > L/2 

Como Lím g(x) = 0, dado e-L/(2M) existe 6 2 >0 tal que 
x —> a 

0< |x- a | <5 2 => | g ( x ) |<g = L/(2M) 

Como 8(x)a la expresión an,eri ° r ««««o. * 

' a|<82 = > BW<L/(2M) (!) 

MUUm ° { 6| ’ 82 Cntonces de (1) y (2) obtenemos 

0< I x- a |< § ^ f(x) ^ l/2 

8(*) U2M = M 


S< 

1 


Ahora, si 8 = 


4 -Debemos probar 


dado M > o * • 

u > existe 5 > 


0 tal 


que 
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f(x) 


0 < I x - a | <8 —— >M 

g(x) 


Como Lím f(x) = L < 0 y 3L/2 < L < L/2, por el problema resuelto 10 de 


x ->a 


(3) 


la sección 3.2 con A = 3L/2 y B = L/2, existe un 6, > 0 tal que 

0 < | x - a | <5i => 3L/2 < f(x) < L/2 => - fl(x) > - L/2 

Como Lím g(x) = 0, dado e = - L/(2M) existe 6 2 > 0 tal que 
x —> a 

0 < | x - a | <6 2 => | g(x) | < e = - L/(2M) 

Como g(x) —> 0 negativamente, | g(x) | = - g(x) y a la expresión anterior la 
escribimos: 

0 < | x - a | < S 2 => - g(x) < - L/(2M) (4) 

Ahora, si 5 = Mínimo { 5 \, 5 2 }, entonces de (3) y (4) obtenemos 

, 1*1 -f(x) -L/2 

0 < | x - a | <8^ g(x , - — 


isuelto 10 de 


( 1 ) 


asi: 


(2) 


PROBLEMA 4. Definir rigurosamente: 

1. Lím f(x) = +oo 
x-»a + 

3. Lím f(x) = +oo 
x —> a — 

Solución 


2. Lím f(x) = -oo 
x->a + 

4. Lím f(x) = -oo 
x->a _ 


j, Lím f(x) =+oo => (VM>0) (35>0)(0<x-a<5 => f(x)>M) 
x->a + 

2> Lím f(x) =_oo (V M < 0 ) ( 3 8 > 0 )( 0 < x - a < 8 => f(x) < M ) 
x->a + 

3. Lím í{x) = +oo (V M > 0 ) ( 3 8 > 0 )( 0 < a - x < 8 => flx) > M ) 

(VM<0) (38>0)(0<a-x<8 => f(x)<M) 


x -> a 


4. Lím íi[x) = _co 
x->a“ 
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HÍ5blÉMÁX1 (Teorema 2.18). Si Lím f(x) - 


Capítulo 2. Límites y Contfc^ 

y Lírn 8(x)* 


CaP 


ltul° ■ 


x -> a 


entonces 


a. Lím [f(x)+ g(x)]= +0 ° 


b L <0=> Lím [f(x)g(x)] = ^ 


x -> a 


x-»a 


Solución 


g(s , , L , por el problema resuelto 10 de la sección 3.2, para 


Como Lím 

A X- (1/2)| L | y B . L + (1/2)1 L I, existe 8, > 0 tal que 


( 1 ) 


0 < | a-x | <8| => L-(1/2)|L|< g(x)<L + (l/ 2 )|L| 

a. Debemos probar que dado M > 0, existe 5 > 0 tal que 

0 < | a - x | <5 => f(x) + g( x ) > M 

En vista de que sólo interesan los valores grandes de M, suponemos que M > L. 

Como Lím f(x) = + oo, dado M’=M - (L-(1/2)| L|), existe 8 2 > 0 tal que 


x —> a 


0 <|a-x|<Ó 2 => f(x)> M' = M - (L- (1/2)| L | ) 

Ahora, tomando 8 = Mínimo {5 1 , 82 }, de (1) y (2) se tiene: 

0 < | a — x | < 8 => f(x) + g(x) > M’ + L - (1/2)| L | 

= M - (L - (1/2)| L | ) + L - (1/2)| L | = M 
b. Debemos probar que dado M < 0, existe 8 > 0 tal que 

0 < | a — x | <5 => f(x) g(x) < M 
Como L < 0, entonces | L | = —L y ( 1) se escribe así: 

0 < I a-x | < 8 ] => (3/2)L <g(x) <(1/2)L 
Como Lím f(x) = + 00 , dado M' = (2M)/L, existe 5 3 > 0 tal que 


( 2 ) 


x -> a 


1 que 


0<|a-x|<5 3 => f( x ) > (2M)/L 
Tomando 5 = Mínimo { 8 ,, 63 }, de (3), ( 4 ) y considerando 

f(x) > o y (1/2JL < 0, se tiene 
0 < I a — x | <8 —. W g(x) < Wa/2)L < [(2M)/L](1/2)L m 


( 4 ) 


£11 l° s 



( 3 ) 


13. 


16. 1 


19. ^ 


21 












,a * que 

M 


i. «X)- —j 


X V 

4. 


(1) 


mos quej^^r 

Ste 6 2>0tai 


que 


( 2 ) 


( 3 ) 


que 


( 4 ) 


(J)fíx) 


2. g(x) = —L_ l ' 

1 x — 21 

3. h(x)= 

5. g(x) - iíi 
x-5 

6. h(x) = 

® g( x)=4±i^ 

x z -4 

9. h(x) = 


x(x + 2) 


x 2 -2x + 3 

En los problemas del 10 al 28 calcular el limite indicado. 


10. Lím [ x ]/> 

x-»0 + 

i-i Lím secx 
' x ->(rt/2) + 


11- Lím 
x ->0 


W/> 


14 . Lím secx 
x ->(-3n/2) + 


16. Lím 
x ->2 + 

19. Lím 
x —»2 + 

21. Lím 

y-*l 


23. Lim 
x->0“ 




x-2 


V 4x-x 2 -2 
1 1 


12. Lím secx 
x->(u/2) 

/ 

15. Lím 
x-+l + 

/ 

l/ 


x — 1 


17. Lím >/x 2 -4 rÍ8>] 


x -> 2 + x -2 


(18* Lím 
x—>0 + 


1 — V 2x-x 2 

i _ _L 

x x 2 


; 2 -4 

x 


3 

-1 

y 3 -! 

f . 

\ 

1 

1 

u 

l X l J 


M - Lim n* 2 ]-,)/^-» 

x —> 1 


22 . 


Lim 

y->0 


y/y+1 


1_ 

y 


24.1 Lim 1 - - 1 

>+ x 


25 ‘ Lím x cosec (x/2) 
x->0 + 

f 

27. Lím tan x 

x-Kn/2) + 


V_y x-»0 
26. 


Lim 

x->0 + 


N 

/ 2 ^ 
1 eos x 


28. Lím 
x->0 + 


/ , N 

1 - cosx 

tan 3 x - sen 3 x ) 




^(1-cosx) 2 

En los problemas del 29 al 32, hallar las asíntotas verticales a la gráfica de 
función dada. 
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X 

7-1 


32 - y = 

7 > 


Demostrar que las rectas 
verticales de la gráfica de y 


, (2 n + l)f> dondeneS " Cnter °’ ^ 


= tan x. 



_- //inhnmoy asíntotas' 

limites en h¿™zontales 

• ntn de las funciones cuando la variable x se aleja 

¿zíspr E """" 

diremos que x tiende a + oo, y en el seguuu , 4 

x 

Consideremos la función f(x) - | ^ | + j 


Capí* 1 


El 

ilim 

tien 

1 

1. 


X 
x+ 1 
X 


si x > 0 
si x < 0 


Confeccionemos dos tablas, una para 
decrecientes (negativas). 


-x+ 1 

valores crecientes de x y otra pe 


x>0 

100 1.000 10.000->+oo 

ffx) =—!— 

X +1 

0,9901 0,9990 0,9999 -► 1 


x < 0 

-loo -1.000 -10.000 —> - en 

flx)= —i— i 

-x + ll 

-0,9901 -0,9990 -0,9999 -> - j 



Utaiüdalr'Ltte c ° b “™ n0S ,UC ^ Se a P roxi ™ “ 1 cuando x * 
■ caso diremos que el l imite de %) = _1L_ cuald( , 

tiende a +oo es 1 y esmV I x I + ^ 

’ y escr,blr emos así: Lim _x 


2 


X-W-00 | X | + 1 































son 


as »ni 


\ 


se 


n . a,e Ja del 
rinier c aso 


. ■» Límites y Continuidad 
OP« t,l ° 

En la segunda tabla observamos que f(x) se aproxima a 
atadamente. En este caso diremos q Ue el línute de fr„x - 

pende a -oo es -1, y escribiremos así: Lim 

X-+-H» ¡x| + 1 1 

En general, tenemos las siguientes definiciones informales: 

1 . Sea fuña función definida en un intervalo de la forma (a, +oo) 

= L ° L ° S Va, " reS fW Pucd '" “«"arse arbitrar,.™™,, , 
L, tomando a x suficientemente grande. 

2 . Sea fuña función definida en un intervalo de la forma (-00 a) 

Um fíx) = L «• Los valores de f(x) pueden acercarse arbitrariamente a L, 

tomando a x suficientemente grande negativamente. 

Las definiciones rigurosas de estos límites se dan a continuación. 



otra pan 




\ 



DEFINICION. 


Rigurosa de límites en el infinito. 


1. Sea f una función definida en un intervalo de la forma (a, +oo). 

Lím f(x) = L <=> ( V e > 0)(3 N > o)(x > N => | f(x) - L | < e ) 
x -> +oo 

2. Sea f una función definida en un intervalo de la forma (-oo, a ). 

Lím f(x) = L <=> ( V e > o)(3 N < 0)(x < N => | f(x) - L | < e ) 
x -» +qo 

Se pmeba que las leyes de los límites del teorema 2.2, así como las propiedades 
de los límites enunciados en los teoremas 2.16 y 2.18 también se cumplen para los 
límites en el infinito (cuando x -> ± oo). El siguiente teorema nos dice como pasar de 
un límite en el infinito a un límite en 0. 


x crece 
uando x 


TEOREMA 2.19 


1 , Lím f(x) = Lím f(l/t) 


► +00 


t->0 + 


2. Lím f(x) = Lím f(l/t) 
x -> -oo t -» O 


Demostración 
^ er el problema resuelto 4. 

Observar que el teorema anterior puede verse como el cambio de variable x ^ 

para el cual se cumple que: x-+ + co o t -+ O y de 

^ cr °, para la validez de este cambio, no podemos invocar directamen e ^to). 
cambio de variable visto, ya que éste sólo fue probado para el caso x 
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(ÉJÉMPÍ^ 

Solución 

En ambos casos 

1* Lím xsen 
X-+K° 


Lím x sen x 

Hallan *• +o0 


l j. Lím x ^ 2 Ser > i 


x —► +co 


a p,¡ca»* el»' 61 ™ 


anterior, haciendo x 


1 _ 


Lím i sen t 


;->0 


i + t 


*• «5*» * 3/2>eo x 0 + t 3 ' 2 se ” ‘^ 0+ 


Lím £££l = 1 

x ->0 + t 

2_ 

1/2 


t‘ 


sent" 
L t 


Lím 

. I 

I Lím 

sen i 1 

L x -» 0 + 

ví- 1 

L t ->o + 

"T J 


= + $ 


u prueba del sigutente teorema lo presentamos en el problema resuelto 6. 
?W)5 ÉMaT 2Ó1 Si n es un número entero positivo, entonces 

1- Lím >"=+» 2 -Lim x" J**'"»# 

x —> —oo l si ri es impii 

1 1 
— = 0 4. Lím - = 0 


X-M-oo 


3. 


Lím 


x —> +°o x 


X -» -00 X 


De este teorema deducimos fácilmente los límites en ± oo de un polinomio. 


COROLARIO, | Sea n > 0. Se tiene: 


a. Lím 
x —► +00 


(a x n + a » n l , , \ í+oo, si a n > 

v " x +a n _jx +. . . +a,x + a 0 1= \ " 

' -oo, si a n < 

lar. Pnínnnm- ^ 


b. Si n es par, entonces 


Lím / 

+ ( + ”, a„ > O 

c - Sin es i m p ar , entontes ° l~®> a » < 0 


Lím 

l».x" +V .x-> + . ..;¡ (X + > Vi-«o, a„>0 

Demostración. ° ~ | + oo, a n < O 

Só lo probamos la pane a Va 

' yaqU 'P™'« «ros casos 


a. Lím 
x -* 


1 


[eJEMPL 


Solución 

El térm 

a- Lím ( 
x->+' 


EJEMI 


Soluciói 

Amb 

indeten 
de x qu 

a * Lím 
x —> 


b. 


L 

x 


se procede similarmente- 
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sen 


sen t 


r] 


lío 6. 


n e * par 
impar 


> 0 
< 0 


c , p ífulo2. Um.t« y Continuidad 


*. Lim 


(a n x n +a n _ix n '.+a,x + a 0 ) 

(*" Í + + 

\ \ , 7 J 


Lím 

X->+« 


= ( + oo )( a n + 0 +. . . + 0 + 0 ) 

-(—)(*„) =í +a0,S ' 3n> 

(-00, Si a n < 


a - Lím p(x) 

X -++00 


g|MPLÓiJ Dado el polinomio p( x ) = - 4x 3 + 8x 2 - 12x - 4, hallar 

b - Lím p(x) 
x —> —00 

Solución 

El término de mayor potencia es - 4x 3 , cuyo coeficiente es - 4 y - 4 < 0 . Luego, 
*• Lím (-4x 3 +8x 2 -12x-4) = -oo b - Lím (-4x 3 + 8x 2 -12x-4) = +oo 

x-»+°° X->-oo 


EJEMPLO 3.1 Calcular a. Lim 3 X 2 


b. 


Lím 


3x‘ 


Solución 


X-H-00 X Z +1 


X ->-°0 x Z + 1 


Ambos límites son indeterminados de la forma —. Resolvemos la 


indeterminación dividiendo el numerador y el denominador por la mayor potencia 
de x que, en este caso, es x 2 . 

1 Lím 3x“ _ Lím 

K-M-oo x 2 +l X ->+00 


3x 2 /x 2 


Lím 


(x 2 +l)/x 2 X"* 40 


1 + l/x 2 


Lím 3 
x ->+oo 


x -»+oo 

b - Lim 3x 2 _ Lim 3x 2 /x 


Lím ( 1+ l/x 2 ) ,+ Um ('/x 2 ) ' + ° 

v _kj_an ' ' X —> +°0 


X —+ —oO v ^ 


+1 


-oo 


(X 


2 + l)/x 2 1 + Lím ( l/x 2 ) 1 + 


X -»-oo 



























27. 


29 


Capítulo Z Htni tes 



Itulo 2 


__ , ,,„ r . a. Lím 

[ÉjÉMPL04r| Cae x ->+°° Vx z +1 


b- Lím 

00 


de la forma —. R esolv( 


S0,UC '° n „ . M s0 „ indeterminados - - » '"""N 

'dividiendo ei numerador y e. denomtnador entre x. 

ind.temdnaetond.v.den 

a. Si x> O, entonces x V 

Lím 



Cap 


Obser 

resultad' 

Las p 

Obse 

función 


->+co v x z + 3 


x —>+°o y i + 3/x" 


1 


1 . rr 

1 + Lim ( 3/x 2 ) W 


X —> +C0 


b. Si x < O, entonces x 


= - v x . Luego, 


Lím 
x ->-oo 


V x 2 +3 


Lím 


x->-oo 


-V x 


Lím 


V?7 


x->-oo y x +3 


_ Lím 


x ~>~ 00 V 1 + 3/x 2 


1 + 0 


= -1 


TEOREMA 2.211 1 . Lím e x = O 


x —> —oo 


3* Lím 
x-> 0 ^ 


ln x = 


-00 


Demostración 


2 . Lím e x = +oo 

X —> +00 

4 Lím ln x = +co 
X —> +00 



y = e* 



y = lnx 


Soluc 

a. 1 

x- 


b. 1 

x? 


c. 


E 
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Obse 


resu 


ando el gráfico de la función exponencial y = e x se puede intuir los 
y 2. La demostración formal la omitimos. 

He 3 V 4 están en el problema resuelto 7. 

us pruebas oe y 

ervar que el límite 3 nos dice que el eje Y es una asíntota vertical de la 

Unción logaritmo natural. 


^gjyjpLoJD Calcular los siguientes límites: 


e x - e" x 

a- Lim x . x 

x-»- 00 e + e 


b. Lim 


e x - e -x 


X-> + co e x + g-X 


T . 1 - 2 ln x 

c. Lim - 

x->0 + 1 + 31nx 


Solución 

a. Lim 


e x - e 


e- x (e 2x - 1) 

= Lim --- - = Li 


e x + e x 


x—> — co e x r e ^ x 


Lim 


e 2x - 1 


(e 2x +1) x->~ 


00 


»2x 


+ 1 


Lim (e 2x ) - 1 

x —>-00 _ O - 1 


Lim (e 2x ) + 1 0 + 1 

X->-0O 


= -1 


e x- e -x _ f¡ _ e x /e x - e~ x /e x 


= Lim 


1 - l/e 2x 
2x 


. , im 1 _-— = Lim —-;- = Lim - - 

• x _, + oo e x + e" x x -> + °° e x /e x + e x /e x x-*+coi + i/ 

1 - Lim (l/e 2x ) , 


- Lim (l/e 2x ) 

x -> + ”,-v 

1 + Lim [l/e 2x ) 

X-> + 00 


1 - 0 
1 + O 


= 1 


Lim (l/lnx) - 2 ^ 

. l-21nx l/lnx - 2 _ x ->0 + _ = — 

C - L ™+l + 3lnx l/lnx + 3 Lim (l/lnx) + 3 0 + 3 

X->U X ->0 + 




ASINTOTAS HORIZONTALES 

También tenemos asíntotas horizontales (y también hay oblicuas) 


DEFINICION. I Diremos que la recta y = b es una asíntota 

de la función f si se cumple al menos una de las dos condición 

siguientes: 




l Lím f(x) =b 
x ->+» 


2i Lím f(x) = b 

X_»-o° 






































OptHilo 2. y 


*N 

asíntota horizontal del grillo, l, ^ 



tangente hiperbólica a U «guíente fimctdn: 


tanh (*) ~T IT 
e* ♦ * 

Hallar las asíntotas horizontales 

Solución 

La tangente hiperbólica tiene dos asíntotas 
horizontales: 

y = —1. y-1- 

En efecto, de acuerdo al ejemplo 5, tenemos: 



e x _ e " x 

Lim tanh(x) = Lim - " -1 

X—> — oo 


y" tanh x 


Solución 
Tenemos que: 

Lím a 

X ~ >+0 ° ÍTB¡-kx 


1 + B Lim 

ni 

X—> + oo 

«kx 

ve y 




la Z 


^~ 1PL ° 8 - J Proba ' 1“ recta y - A es una .simóla horizontal de I. cun, 
logística. f(i) - — _____ , A, B y k son constantes posma 


1+B «>) *ui' A 



Z 


Por c 
dorruni' 

x < 
Resc 
1 . Asín 

El 

las 

de 


2. A 

































y n 

' Co ^ 


% 


° ,a 




h x 


de la curva 
tes positivas. 



c»p 


(tul o 2- 
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[JSMÉ333 1>* .1“ y de ,a r4 „ cl de „ 

xy 2 - y 2 - 4x - 8 = o. 

S0lucí6n 11^78 

Despejando y obtenemos y = ± ^ ——- 

u gráfica de la ecuación es la unión de las gráficas de las funciones: 


fW = a/t— 7 y g(x) 

Por conveniencia hallamos el dominio de estas funciones. Ambas tienen el mismo 

dominio. 4x + 8 4(x + ?.) „ + i 

x e Dom(f) - Dom(g) O —>0 <=> ~ [_ l ' >0 <=> — >0 

Resolviendo esta desigualdad hallamos que Dom(f) = Dom(g) = (-oq -2]U(1, +oo) 

1. Asíntotas Verticales: 

El único punto que es candidato a proporcionar asíntotas verticales es 1. Como 
las funciones no están definidas en los puntos próximos y a la izquierda de 1, sólo 
debemos calcular los límites a la derecha de 1 de ambas funciones. 

Ya que, Lím V4x + 8 = Jl 2 > 0 y Lím V x-1 = 0 positivamente, se tiene: 



f( x ) = Lím J 4x + 8 = Lím 

| + X ->1 + V x- 1 x->l + 


V 4x + 8 


= +oo 


Por otro lado, Lím g(x) = Lím (—f(x)) = - 00 
x->l + x->l + 

Por tanto, x = 1 es una asíntota vertical y es única. 
2. Asíntotas Horizontales: 

Lím f(x) = Lím I 4x + 8 

X ->±00 v_».4-ro V X— 1 


X ->±oo 

_ Lím 
x ->±oo 


4 +8/x _ 2 



1 - 1/x 

Lím g(x) = Lím (—f(x)) = - Lím f(x) = - 2 

X ->±00 X—>±00 X->±°° 

Luego, y = -2 e y = 2 son asíntotas horizontales. 


-2 


































Solución 

Usando la identidad: 


i i i 2 u - a/ x 3 +1 se tiene 

3 u 3 3/ „ 3 +x 2 y b - V x 


a-b = 


a J -b 


a 2 +ab + b 2 


con a - V x 


>/ x 3 +x 2 - a/ x 3 +1 - 


3 +x 2 )- (x 3 + 1) 



+ V^ 3 +x T W+1+^/(x 3 +1) 


x 2 -l 


^(x 3 +x 2 )^ + 3 Vx 3 + x 2 ‘ 3 Vx 3 +1 + 3 V(x 3 +1)‘ 


x 2 -l 


^/(x 3 +x 2 ) 2 V X 3 +x 2 V X 3 +1 


X X 

1 - l/x 2 




1 - l/x 2 


Luego, 

Lím 


X-^-ooL Vx J + x^ _ 3/ x 3 +1 


3 /o7¡«L 3/TT1 a + ]/(i + i/x 3 ) 2 

07^ 3f x ^ +i ( = _— 

Hallar Un, r ,____ 

Solución x ->+=oL VX + /777T - V7] 


Lúe 


PRO! 


Soluc 

Tener 

„l/3i 


Ahor 


con 

































































































2 . UwM*V 

C*P ,n,U 



Sol«f* 6n 

probaren*" * 


y probaremos 

( > Debe 

Hado * 
Como 


Ahora, 


* |(v»-ip'Mv»- >f i * .W''í' 3 *'! 

Luejo, 

r-«] 

L«n _ 1/x - 2 __ 

----- rr — 

|(V. - ip'Mvx - \f'+ |J [( 1 /x - íp'Mi/x- >í' 5 *' 

0-2 

• -- 

[(0- lp^(o- l] [(o- l) 2,3 -(0 - lV' 3 ^ 1 ] 

. _■ - 2 _i 

[ I- 1+1 ] [l+|+ | ] 3 

Darsto Ww mimos pasos dados atrás, se consigue que: 


( 


) D. 
Dad 
Coi 


A 


PROB 


SolucM 
1. Por 


J 


IV) 



































(=>) Debemos probar que: 

Dado 8 > 0, existe 8>0talque 0<t< 5=> | f(l/t) - L \ < s. 

rnmo Lím = L > P ara el e dado existe N > 0 tal que 
^ x —> +°° 

x > N => | f(x) - L | < e 
Ahora, si 5 = ¿ >0, entonces 



-i) l/3 + i 


] 


0<t< =0 { >N =s Inirt)-L1 <e. 

(<=) Debemos probar que: 

Dado e > 0, existe N > 0 tal que x > N => j f(x)- L | < e. 

Como Lím f(l/1) = L,para el e dado existe 5>0talque 
’ x->+°° 



3 -(l/x- l) ,/3 + 1 J 


0 < t < 5 => | f^l/t) - L | < e. 

Ahora, si N = 4 > 0, entonces 

O 

x>N = 1/5 => 0< 1/x<5 => I fCl/(l/x))-Ll <8 => I f(x)-L| <8 


PROBLEMA 5. 


Hallar: 1. Lím sen * 

X-^-OO 


1 

2. Lfal 

sen| 

x + —| - senx 
^ ^ y 

X 

x-> 

-00 



Solución 

X. Por el problema resuelto 4, haciendo x = 1/t se tiene 


Llm sen — = Lím sent = senO-O 
x —> —oo x t —> 0 
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2. l'sando U 




identidad tngonon* a k 


4 41 |f tKOK'S 

1. i 


♦*>]«• f 2 < X *X -*)] 


seo 


r I i J_ 

- 2 eos [x ♦ — J sfn >\ 

4A 


Considerando que j eos [\ ' > x ] | 5 l « l,cnc 

0 < | sen(x ♦ ^ ) - sen x | - | 2 eos [x ] sen — | 

- J l~i x *¿]|l s “ ¿I s: l scn írl 


Luego. 


Lim sen 


sen \ 


•» Lim sen 

2x 


(3) 


\ -» -oc 


Pero, por 1* continuidad de la función valor absoluto y la parte (I), se tiene 


Lan sen — 


Lim sen — 
2v 

1 —*—ae 


I o I * 0 


(0 


1 > (4) obtenemos que 

Lim sen 
x - 


- sen x 

= 0 => Luti i * 

en i x + — 1 - ^ efíX 


L 

\ 


• I 






U» »» , 


3. Lid 


• 0 


variable x - 


n es un número entero positivo, po^* 1 H 

2 Um *» / + “’ 11 * ^ 

«-> — *1— 

4. Lim — ■ 0 

»■ 

1 —» —eo 

y. de «cuerdo al teorema 2.19. |(ííl ^ 


Oí** 

\ 

l S*< 

Si 


L 


H 


1 Por 

B.e 

Por 

Alio 

























2x 



2x 



(3) 


arte (1), se tiene 


n = Lím -i- = — = + oo 

. IM * ,_>0 + t n 0 + 

*• x'» +0 ° 

Si n e s P ar: . . 

= Lím 1 1 


Lím x 


t-»0" ,n 


t“ 0 


Sin es impar: 


Lím x 
x ->- c0 


n = Lím 1 1 


t->0“ t n 


1 + oo 


: - oo 


3. 


Lím 


1 _ Lím 


1 


Lim t" 


x 

X—>+°° 


(l/t) n x ->0 + 

x -+0 + 


= 0 


. 1 Lim t" 

,. 1 _ Lím -— = =0 

Lím ^ _ (l/t) n x-+0“ 

v_»_oo x —>0 


(4) 




tivo, probar que 

si n es par 
, si n es impar 


PROBLEMA 7. 


(Teorema 2.21) Probar: 
3. Lím in x = -oo 
x -» 0 + 


4 Lím ln x = +oo 
x —> +00 


Solución 

3. Por definición, debemos probar que: 

Dado M < 0, 3 5 > 0 tal que 0<x<8 => lnx<M 

Bien, 

lnx<M => x < e M . Luego, tomamos 8=e M 

Por otro lado, por estar x en el dominio de y = ln x, debemos tener que x > 0. 
Ahora tenemos: 

0<x<8 => 0 <x <e M => ln x < ln e M =M 


^ f° r definición, debemos probar que: 

Dado M > 0, 3 N > 0 tal que x>N => lnx>M 

Bien, 

ln x > M x >e M . Luego, tomamos N = e M 
Ahora tenemos: 


19, tenemos: 


x>N => x>e M => lnx >ln e M -M 
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rr - n . «US PROP UESTOS 2.6 

calcar U-'W y Um '<" 
En los problemas a x _+ +°o 


1. fa) " 2 

x 


1 v 


2. f(x) = -y 
x 


3. fl[x) = i+2^ 


.2 , x 3 -8 4 

— 5. f(x) = - 3 2 77 * 

+ 2 2x J -3x +1 

+ 1 


x + 2 


4. flx) 

A T *. 

-.f\ x + 1 V 

7. fl[x) - -2x 6 + 5x 5 ’ 8. Kx) = x 

En los problemas del 10 al 31 calcular el límite indicado. 

I®- Llm [x + VT ] 

x - ++ ® / 

13. Lim VT + 1 


x-3 

6. .f(x) = x 5 -4 x 4w 


9. f(x) = x 2 U ! - 


11- Lim [x - Vx ] 

X -»+oo 


14. Lim 


x ^~° x+1 
* 6, Llm [>/x+ I - fx ] 

X -+ +00 

18 - Lim fJ7s- x 1 
2x 


X-M-co V x-1 



X —* +00 

20. Lim 

X —* +00 


,[f, 

/v —/ ““00 

9. Lim x 


17 ‘ Lim |^Vx 2 + 2x -x 
x ->-oo 

19 


V x 2 + 


x + V 1-x 3 

X —> +00 

21. Lim 2x 


X —> —00 


V x 2 + 1 



24 - ümicní i + 

»—<W 


2fc - Lim 


e¿ * +1 


. c 3x - e~ 3x 
x —>-qo g3x -3x 


27 ' Lim 


Itul ol L 


23. Lím x 1/2 sen x 

X —► +00 


25 ‘ Lím [sen/x + 2 - senV* ] 

X —> +00 


C*P 


28. Lim 


30- Llm ln 
x —> + ° 
32. Sea la i 

a. n 

c. n 


33. Dar u 
a. ] 


34. Prot 
Hal 

En lo: 
función 


35j f(x 
38. fl(x 

41. f(x 

En! 

gráfico 































1 2. Llinite s 





f(x) 


*fx) = Ü + 2 

* "3 


f (x) = x 5 _ 


4 X < 


% x ) ~ x 2 -,-í. 

X 


v r jT+ i 




2x 


■/x 2 + 1 
1/2 sen x 

2 - senVT ] 

r 3x 

-3x 


OP" 


2 . ynutes y Continuidad 


J0^__ 

28 . 10 X + 1 


29 - Lim f2~ 0,6 * . 1 ^ 
X -++«V X J 


3 0. Lím ln 

x->+oo 


1 + e 


-x 


3l * x5joi n(2 + x >-'n(l + x)] 


• i a ' *”* + --- + aix + a» 

32. Sea la función raciona (x) b ^m + . + M + ^. a., * 0 y b m * 0 . Probar 


a. n = ni 


c. n>m 


Lím f(x) = fü- 
b m 

x ->±oo 


Lím f(x). 
x ->+oo 


+ 00, Si —ÍL > o 
b m 

3 r» 

- 00 , Si —— < o 
b m 


33. Dar una definición rigurosa de: 

a- Lím f(x) = +«o 
- x-> + o° 

c - Lím f(x) = -oo 

X-> + 00 



b. n < m => Lím f( X ) = o 


b - Lím f(x) = +oo 
X -+-00 

d - Lím f(x) = -oo 

X -+-00 


34. Probar que todo polinomio de grado impar tiene una raíz (real). Sugerencia: 
Hallar los límites en +oo y en -oo. 

En los problemas del 35 al 41 hallar las asíntotas horizontales del gráfico de la 
función dada. 


3 *-zri 


38. f( x ) = 


41. f(x) = 


2x 


/x 2 +1 


sen x 


39. g(x) = 


x(x + 2) 
x 


37. g(x) = 


4x 2 -1 




40. h(x) = 




En los problemas del 42 al 44 hallar las asíntotas verticales y horizontales del 
gráfico de la ecuación dada. 
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Capitulo 2. Utntt, 


'ye 


■N 


univofS«[ 

B,BLl ícenjeo^ 

procososj£-—- 

ccr riQN 2.7 __ 

LÓTÚMÍTÉSV EL numero e 

Y. estamos en condiciones de defino .1 número «■ 

DEFINlCI OrTI E, número e se define como e, silente Umtte 
- 1 

e - Lim (l +* ) * (I) 

sehaM^etflos'cursos » ***j»*» «j 3 

número ^nacional. A modo de dustracún. tenemos la stgutente tabla y el grife 


(l + x) 


|1/X 



X 

<l+«) lí * 

0,000001 

2,718281693 1 

0,0000001 

2,718281693 ¡ 

i 

“i 

0 

e 

t 

t 

-0,0000001 

2,718281964 

-0.000001 

2,718283188 


C* 2,718281 

Si en Umite (1) hacemos el cambio de variable , = I tenemos que: 

v - k 0 Ox->0 + v x —b rr ¿-s _ 

^ Z-> + QO y Z —► — OC 


y x->o 

r?„_ J —r — w 

tn consecuencia, el límite M\ 

se cumplen simultáneamente: ^ ec ^ uiva ^ ente a decir que los dos límites siguió* 


c»p' 


(tul« 





Demostración 

0, c\ r 


£ 

’J 

ii 

OI 

í, + i] 

z 

y (3) e= Lim ( 

■ 1 + il 

z—y + oo 

l z J 





Z —> — ao v 

* i 


Abora mostramos otros límites i 


importantes: 



Luego, 

Lim ( 1 

x —» 0 


2 . 


Lim 


ln ( 


3. Sea y = e 
bx _ i 


Lim 
x —► 0 


4. Teniendt 


[PRQBLE 

Solución 






























lo 2. 


Límites 



Contú 1 u> dad 




i 

Lint ( 1 + a* ) x = 


e bx - 1 


= b 
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2 Lím ln (1 + x) _ t 
' x->0 x 


4 Lím a x - 1 

x -> O —3— = ln a 


(1) 

pemostraeíó" 

1. Sia = 0,el r 

taI límite evic* 

' este llrnite'^ 
ab la y el gráfico 6 ^ 

Sea y = aXl 

Luego, 

/ 


Lim í 1 


x-^0 


Detn ° Stra | res ultado es obvio. Veamos el caso a * 0. 
' c: °'°- e y 1 _ a _ 


a x y 

1 a 

x = Lim ( 1 + y 1 y = 
y -> 0 x ' 


í 


\ 


Lim 

y-»0 


( ,+y ) 


I 
y 

) 


= e a 




1 

( 

. 1 > 

J , Lím MI + X J 

L x-»0 x 

= xío"'( 1 + x ) X - ln 

x^o( 1 + x ) x 




y 


= ln e = 


3. Sea y = e bx - 1. Se tiene que: 

e bx =l+y, x = — ln (1 + y) y x -> 0 <=> y -» 0. Luego, 
b 

Lím e bx - 1 _ Lím 1 + y ~ 1 _ ^ Lím y 

x_>0 x y->o Ii n (i + y) y->o ,n ( ,+ y) 


= b 


1 


Lin ln (1 + y) 


= b 


t\_' 


= b 


lúe: 

3 

nites siguientes 


4 


y^O y 

4. Teniendo en cuenta que a x = e xlna y la parte 3 anterior con b = ln a, tenemos: 
Lim a x - 1 _ Lim e xlna -l . 


x -»0 


x-*0 


= ln a 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.7 


Hallar Lím 1 ~ e ~* 
x -> 0 S en x 








































2 ' 



1 - -— i c x - 1 _ Lím 1 ' 

,x Lim *--• - - —S- 


Lím — - x—> O 

. [ | - c _x Lím_ ■= x _>0 x sen x e 

sen x 





PROBLEMAS PEOPUESTOS 2. 

7 

Hallar los siguientes 

límites 


*• Lím 

In (1 + ax) 

2 - Lím ln(a + x)-lna 

3 - Lím lnx-| 
x-»e -- 

x-aO 

X 

x ->0 x 

x-e 

4 - Lím 

e x -e 

5 - Lim e“-c bX 

Lím x(e' ,x 

x ->0 

x — 1 

x ->0 x 

X->+O0 \ w 


Cap^ 2 - Um ‘ ,eM 

Cuando la curva 
definición- 
DEFÍNÍCÍOÑT 

(1) Lím 

X_>+cC 

Pera ser más p 
derecha si suced 

La condición ( 
entre del punto 

Observar que 
oblicuas. En ef« 
nosotros, como 
de asíntotas obl 

En vista de 1: 
asíntota oblicu 
asíntota oblicu 
a la derecha y 

Entre las ft 

racionales f(x 

grado del den 
tiene la forma 


SECCION 2.8 



ASINTOTAS OBLICUAS 

p n d ™“* asln . totas «"¡cales y horizontales, tenemos también asíntotas obíte 
d(P L) de un^iinf 06 p Ue U ? a ^ eCta L es1103 as * ntota de una curva C si la diste 



donde el gr 
denominadoi 


Este resul 
derecha con 

Lím [f( 

X —> ±tX) 



































L ünit Cs 


yo, 


°X 




m x (t 
b» +00 A \ ' 


1/X 


— 

¡¡íntotas oblicuas 
C si la distancia 
e a O a medida 


cap 


2 . 
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Cua 


n do la curva es la gráfica de una función, esta idea es captada en la si 


siguiente 


definición: 

La recta L: y = mx + b es una asíntota oblicua de la cráfica a* i 
función y = f(x) si se cumple que: 5 Ca dc la 

(1) Lím [f(x)-(mx + b) ] = O » (2) Lím [f(x)-(mx + b) 1 = o 

Pera ser más precisos: Se dice que la recta y = mx + b es una asíntota oblicua a la 
derecha si sucede (1) o que es una asíntota oblicua a la izquierda si sucede (2). 

La condición (1) o (2) nos dice que cuando x ->+co o cuando x -+ -oo, la distancia 
entre del punto (x, f(x)) del gráfico y el punto (x, mx + b) de la recta, tiende a cero. 

Observar que las asíntotas horizontales son un caso particular de las asíntotas 
oblicuas. En efecto, una asíntota oblicua con m = O es una asíntota horizontal. Para 
nosotros, como ya hemos tratado las asíntotas horizontales aparte, cuando hablemos 
de asíntotas oblicuas entenderemos que no es horizontal, o sea m * O, 

En vista de la unicidad del límite cuado x -> + oo, toda gráfica tiene, a lo más, una 
asíntota oblicua a la derecha. De modo análogo, toda gráfica tiene, a lo más, una 
asíntota oblicua a la izquierda. Una misma recta puede ser, a la vez, asíntota oblicua 
a la derecha y asíntota oblicua a la izquierda. 

Entre las funciones cuyas gráficas tienen asíntotas oblicuas están las funciones 
racionales f(x) = ^ cuyo grado del numerador p(x) es una unidad mayor que el 

q(x) 

grado del denominador q(x). En efecto, si dividimos p(x) entre q(x), se tiene que ffx) 
tiene la forma: 

, h(x) 

f(x) = mx + b + ——, 

q(x) 

donde el grado del polinomio h(x) del numerador es menor que el grado del 
denominador q(x). En consecuencia, 

Lím h(x) _ q 
x-»±«> q( x ) 

Este resultado nos dice que la recta y = mx + b es una asintota oblicua, tanto a la 
derecha como a la izquierda, de la gráfica de y = flx). En efecto. 


Lím [ f(x) - (mx + b) ] _ L' m 

X —> ±co x _> ±oo 


í b + h(X) 1 

i, qW ) 


-(mx+b) 


Lím h(x) _ q 
x->±°° q(x) 
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Capital 0 2. 



EJEMPLO^] Hallar las asíntotas oblicuas 


«w- 


* 2 -3 

7^ 


Solución 
a. Tenemos que 

I ueeo v = x + 2 es una asíntota oblicua. 
Luego, y asíntota vertical. 

Observar que x = 2 es una asm_ 


.... «Mimas si v = fíx) no es función racional? o * 

¡¿Cómoenc^ontrar comQ hallar ^ constantes m y b? El sig^ 

;orema nos da la respuesta. 



EOREMA 2 23 ] a. y = mx + b es una asíntota oblicua a la derecha de y = f 


_ Lím fW v Lím [f(x)-mx]=b 

0 x-»+o°“7 y X->+0O 

b. y = mx + b es una asíntota oblicua a la izquierda de y 
Lím f(x) Lím 


X->-00 


= m y [f(x)-mx] =b 


¡mostración 

Ver pl nrnhlerra rpsnplfn . 


EJEMPLO 2. 


Hallar las asíntotas oblicuas al gráfico de f(x) = 


Solución 

Asíntota oblicua a la derecha. 

m = Lím £00 . Lím 

X —>+00 *' 




_ Lím 


x V x -i 


► +00 


V x 2 -1 


b = 


Lím 
x -» + 


Pero, 




Y 

Por lo tan 


b = 


LL 
x • 


Luego, y = 

Asíntota ol 

Podríanv 
anterior, ct 
cuando x- 
que la fun 
lo tanto, s 
al eje Y. 
rápidamet 
oblicua a 

Observs 
son asíntt 


x 


X —M-00 






























" 2 . Límites, 



ión raciona]? n 

’ y t? a 42$ 


•'recha de y = ^ 
x ) - mx ] =b 

luierda dey = /ty 
t)-mx ] =b 


< 2 -l 


z Umites y Continuidad 



('fx 2 -l/ X jjj X 2 + xy¡ x 2 — 1 y X j 



Lím 


x->+°° 

( 1 

í x+ V x 2 -1 


V1-1/x 2 


l J 

V ) 


b = 


Luego, y = x es asíntota oblicua a la derecha. 

Asíntota oblicua a la izquierda. 

Podríamos proceder como en el caso 
anterior, calculando los límites respectivos 
cuando x-»-oo. Sin embargo, observamos 
que la función es par, fl(-x) = f(x), y, por 
lo tanto, su gráfico es simétrico respecto 
al eje Y. Teniendo en cuenta este hecho, 
rápidamente concluimos que la asintota 
oblicua a la izquierda es y = -x. 

Observar que las rectas x = -1 y x = 1 
son asíntotas verticales. 


= 0 






















































Capitulo! Limites y Contmuu 


Lueg 0 ■ y = -x - 2 e?,u 

<(x) = 


2 * i'ene: 


tan 1 (x) - x 

_ Lim 

tan 1 ( X ) 

l X J 

x—»+°° 

X 


Solución 

Asíntota oblicua a la der 

Lím f(x) = I 
x-»-hx= x 



j = 1!1 -1=0-1 =-l 
+ 00 


V. ' 

b=^ + 00 [«x)-mx] [(<“''(*)- x )- ( - x) l 


Luego, y = - x + y es una asíntota a la derecha de fl[x) - tan 1 (x) -: 

Asíntota oblicua a la izquierda. 

Lim 


m=rv ÍW = Lím 

X-+-» x x-»-ao 


( -\ ^ 
tan (x) - x 


b= x'™-JfW-mx] 


tan '(x) ^ 

x 

_ Lím 

X —> — 00 

^ J 

V 


tan 1 (x) 


x-+-oo [(tan ‘(x) - x)-(- x) j 


= Um tan -, ( x ) = 71 

X 00 2 


_ Lím í \ _. 

- x-»+® ^ x 

Por otro lado, de acuerd 

b-x "♦.[«*>- 


Luego, y = x - — es t 
la derecha de f(x) = 5 


Asíntota oblicua a la iz 
En forma enteramentí 
obtenemos que la mism 

asíntota oblicua a la izq 

iPROBLEMaXI De 
ob 

Solución 

La hipérbola puede 
construimos a continiu 










































Límites y Continuidad 


157 


Capltu 10 z 

rt , 

Luego- y = -x - y es una asíntota a la izquierda de 
f{x)=tan _1 (x)-x 



^ÓblÉMÁ^] Hallar las asíntotas oblicuas de 

fíx)= x l/3 (l- x )2/3 


Solución 

Asíntota oblicua a la derecha. 

Lím f(x) _ Lím x I/3 (l-x) 2/3 
m " x -> + 00 x x->+qo “ 


Lím í 1 
x-»+°° ~ 



( 0-1 ) 2/3 = 1 


Lím 

X —> -feo 


(l-x) 2/3 

x 2/3 


Por otro lado, de acuerdo al problema resuelto 3 de la sección 2.6 tenemos: 


b-^ífW-mx] -| 

Luego, y = x- j es asíntota oblicua a 
la derecha de f(x) = x 1/3 (1 - x ) 2/3 

Asíntota oblicua a la izquierda. 

En forma enteramente análoga a la parte anterior, 

2 

obtenemos que la misma recta, y = x - — es 
asíntota oblicua a la izquierda de f(x) = x 1/3 (l-x) 2/3 



[PROBLEMA 3. 


Demostrar que las rectas 
oblicuas de la hipérbola 


b 

y = —x e y 
a 



Solución 

La hipérbola puede considerada como el gráfico de las 

construimos a continuación. 


= — x son asíntotas 
a 


funciones f y g q ue 























Capitulo! UmitcsyCon^ 


, Con 


*i _ ¿ = 


Sean 


i <s> y 


<=> y = ± 


2 _ ¿l(x 2 -a 2 ) 
’ 2 v 




b /2 2 V gW" a 

ílx) = 7 V X - a ¿rboia sobre el eje X, y la de g es la de ab ajo 

La gráfica de fes la parte déla h>P^ ^ y = son asíntotas obli CUas ^ 

Mostraremos que las rectas y ' B ^ lo para f, ya que para el „ 

. c fvK . Verificaremos este resuit 

ambas funcione , y me ate igual. 

de g, el proceso es exac . -- 


caso 




ni ^ 


Lím f b J_J 2 2 

x 2 -a 2 | x-++=° 1 a | x | 



Lím f b /y_ a 2/ x 2 
x->+°° { a 

_ b Lím Í'/TCI 2 '- 

- X ->+QO V 

a L 

Luego, y = - x es una asíntota oblicua por la derecha, 
a 

Similarmente: 

Lím f(x) 

^ v v _ m 


— ( 0) = 0 
Q 


— . b.^.„[Hx)-mx]-0 

x^-co x a 

b 


Luego, y = -—x es una asíntota oblicua por la izquierda, 
a 


o>p' 


a- í- 




sí y 


mx 


+ b 


P ROBLEMA 4. | Demostrar el teorema 2.23: 

a. y = mx + b es una asíntota oblicua a la derecha de y = f\x) 


Lim M = m Lím 
x ~^ + °° x m y x —> +oo 


[ f(x) - mx ] = b 


Solución 


b. y - mx + b es una asíntota oblicua a la izquierda de y = fl[x) 
<~> Lím f(x) _ Lím r a ' 

x->-oo x m y x _ > _ oo [fi[x)-mx] =b 


Sa cl 


U 

ando fact 


puesto q u ' 

¿ebemos te 


Aún 


má 


De do 

Por o' 

Lím 

( <= ) x -» + 
Luego 
b. Se procede 


Hallar las 


1. y 


x — 1 


, 2x 4 

4-y= — 

x 


7. f(x) = x 






















v * a de g es la de 

S ° naSfa, °^ob licUas4 
Jra C ya que para ^ 



= -(0)=o 

a 


| = 0 


echa de y = fl x ) 

- mx J = b 
lierda de y = 

- mx J = b 


De donde, 


Por otro lado, teniendo en cuenta (IX obtiene: 

x'^+oo [fW-mx] =b 

(<=) fe-™] =b ^ ^ +00 [f(x)-mx-b] =0 

Luego, y = mx + b es una asíntota a la derecha de y = f(x). 
b. Se procede como en a. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.8 


Hallar las asíntotas oblicuas al gráfico de las siguientes funciones 


!■ y = —— 

x-1 


2. y = 


x 2 -l 


3. y = 


4. v = 


2x 4 +x 2 


+ x 


x 3 -x 2 +2 


5. y= Vx 2 -l 


6. y : 


2(x 2 + iy 
x 2 +1 


7 - fa) = x _ 2 + _ — 


V"x 2 + 


8. f(x) = x 2/3 (6-x) 


1/3 
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\ 


breve HISTORIA DE n 

■ ,n razón que la historia de n es un pequeño es „ 

Se ha sostenido, con justa razó , q 

la historia del hombre . ¡ tiempos, es la razón entre l a / 0 „ 

* la constante »*/»”"»* S* su diámetro 
cualquier circunferencia ) > a g/ jn¡cio de la civilización, cuando e ¡ h 
La historia de n com '*"; con moliV os agrícolas o arquitectónico., ' 
precisa de ™ d " ,oneSP m años antes de Cristo, el valor de ir f Ue a 
Al inicio, alrededor hebreos, n = 3; para los babilonios 

empíricamente. As,, para los antiguos = 2 = /(WJ 

1/8 = 3,125; para los antiguos egipcios, n 

, ■ ■ Cálculo de n fue superado por el gran Arquimedes , 

consideróla‘l™longitud de la circunferencia como el límite de los per¡ m ^ 
polígonos regulares inscritos y circunscritos a la circunferencia. Medi mi [ 

método logro p k ^ J + J/7 g en decimales, 3,1408 < n < 3,142858 

Con la llegada de los romanos, tanto la historia den. como del mundo, pas¡¡ , 
tiempos obscuros, hasta llegada del Renacimiento. En siglo XVI aparta, 
matemático francés Franpois Viéta (1.540-1.603), considerado como el padr, ^ 
Álgebra. Viéta Aplicó el Álgebra y la Trigonometría al método de Arquk <■, 
mejorando los resultados. Logra expresar a n como una serie infinita. En l,¡, 
haciendo uso de esta serie, calcula 10 cifras decimales, que son la siguientes: 

m» 3,1415926535 

En 1.615, el matemático alemán Ludolf von Ceulen, mediante otra serie in/x 
calcula 35 decimales de n 

En 1.761, el físico-matemático alemán Johann Heinrich Lambert probó que ¡ 
numero irracional. En consecuencia, su expresión decimal es infinita y no periáh 
, L8 i 44 ) JO ' U " m Martln Zacltari(ls Dase (1.824-1.861), usando serie 

ChudnZfkl A “ * [ rabaj ° duro ’ calculó> 200 d &‘os. En 1.989, los herm 

usando y ' ° S matemat,cos de la Universidad de Columbio (Nueva fon 

sí í y r r mo - vF ■ 

T ^y„, mhaMado64424¡ ^ 

19 decimales para cZpfaZflZZld'dff * * Así ’ Mo se Kq “’ 

con un error no mayor que el mdi 5 , circunferencia del universo conocí 

y que el r adio de un atomo de hidrógeno. 


Arquímedes 
(287-212 A C) 



Franqois Viéta 
(1.540-1.603) 
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LA DERIVADA 


ISAAC NEWTON 
(1.642-1.727) 

3.1 LA DERIVADA 

3.2 TECNICAS BASICAS DE DERIVACION 

3.3 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES 

TRIGONOMETRICAS 

3.4 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES 
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 

3.5 REGLA DE LA CADENA 















o* 




\0 


l S »cNewt«” 


(1.642 


-1.727) 




l \e&* 

f 'Í< 

í; 

pata 

V 

z\ C 



., wnnktlwrDe Inglaterrra, el día de navidad de l Ml 
¿ZSTpZZZ» científico de su época y aún en la ciencia actúa, 

‘fflZTa la edad de 18 años, ingresó al Trini,y College de Cambrige, *J 
cola a o'iro ¡las,re,na,emú,ico. Isaac Barrote (L630-T677). Se graduó enJMy h 
el otoño de ese año, una epidemia azotó el area de Lonches y la univeisidad tuvo qn. 
cerrar sus puertas por año y medio. Newton regresó a la granja de su familia en Sv 
pueblo natal. Esta etapa fue muy fructífera en la vida del insigne científico. Se dice qu e 
fue allí donde ocurrió el incidente de la manzana: Newton, al ver caer una manzana di 
un árbol, relacionó la caída de ésta con la atracción gravitacional que ejerce la tierra ' 
sobre la luna, naciendo así la famosa ley de la gravitación universal. También fue en 'j 
esta época cuando desarrolló, lo que él llamó, el método de las fluxiones, que fueron el 
fundamento del Cálculo Diferencial. Estas ideas también fueron desarrolladas, 

6 inclepen ^ ieníemente P or el matemático y filósofo alemán G. Leibni: i 
kS COnCede del Cálculo 

fl “ cargo deprofmrk \ 
reflexión. Gracias a este invdun ap j ic ° P ara construir el primer telescopio de ■ 

in glfsa de gran renombre y de la cuní^} 0 ° ^ ^^dad Peal, la institución científica \ 

1-687 se publicó sultaTot .T * Ser su Puente. \ 

™SfustTy'ifl 4t,a Fil °sofia Natura/f N f Umlis Princi P ia Mathemafia 

s™ 'Vimbre vf U efl moM ,eo ™ <¡ e “ ^presenta las leyes déla 

imperio. azon Principal p am l °n universal. Con esta obra gano 

c l lie en l 705 Ion ombraran caballero del 

¡ H()v, eci\i IENT 

,)¡f ***», enZéri WP0 *TANTES 

Sani 'p "°" e, ""ericanfff f° 6 " ace enBo T ** mundo his P an o sucedieron los 

elZf * fl njamin rranklin. científico y 

1-725. la un nemdad f deu 2 ¡ ^ y , fe 

Cas (U. Central), que es inaugurada 
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SECCION 3.1 
LA derivada 


in hricnueda de soluciones a dos 
U noción de derivada tuvo su origen en son; Encontrar rectas 

problemas, uno de la Ge0 ^ t " a ^ ° idad instant ánea de un objeto en movimiento. 

f 62 tS~ 

una parábola. Su ¡dea fue la de consrderar a la "«'f “Tnuactón, contiene 
de rectas secantes. Este meto , , ó mucho tiempo 

dos grgan.es de la 

d esmdio sistemático de la derivada, con ,o que dteron origen 
al Cálculo Diferencial. 

RECTA TANGENTE 

Sea v = f(x) una función real de variable real y sea A = (a, f(a)) un punto fijo 
de su gráfico Buscamos la recta tangente al gráfico de la functon en e punto A. 
Para no tener dificultades vamos a asumir que nuestra función esi cont y 
gráfico se desarrolla suavemente (sin vértices). Tomemos otro punto I ( x ’ ( 
gráfico, cercano al punto de tangencia A = (a, f(a)), y tracemos la recta secante que 

pasa por A y P. 

Si movemos a P s obre e 1 g ráfico e n t al 
forma que P se aproxime a A, la recta 
secante se aproximará a la recta tangente. En 
el límite, la secante coincidirá con la 
tangente. Esto es, la recta tangente es la 
posición límite de la recta secante cuando I 
tiende a A. 

Veamos el punto anterior en forma 
analítica. Como la recta tangente pasa por el 
punto A = (a, f(a)), para obtener su ecuación 
bastará encontrar su pendiente. 

La pendiente de la recta secante que pasa por 

ffx) - fía) 
m PA = x-a 

Ahora, cuando el punto P = (x, f(x)) se aproxima a A = (a, f(a)), la secante se 
aproxima’a la tangente y la pendiente de la secante se aproximará a la pendiente de la 
tangente. Pero, decir que P = (x, f(x)) se aproxima a A = (a, f(a)) es equivalente a 
decir que x se aproxima a a. Es pues razonable establecer que la pendiente m de la 
recta tangente al gráfico de la función y — f(x) en el punto A — (a, f(a)) es 

Lím f(x)-f(a) 



P = (x, fl(x)) y A = (a, fl(a)) es 
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«INSTANTANEA 

VELOC1DA1 ‘ : ciu dades distantes entre sí 18o v 

automóvil cruza por dos óvil> en este recorrido, ^ 
Supongamos que un autoi 3 hora s. El h » 1 

y que estos 180 Kms. los teco^ ^ ^ 

una velocidad promedio de 3 di stanciaiecorrida_ 

En general tenemos que.^^^ oíned . o . -^^currido 

■ a del velocímetro no se ha manten^ 

, i automóvil- La aguja medÍ0i sino que ésta ha est*u 
Regresemos al caso que es la veloCld J¿ oro s) y otras marcando nún*^ 
estática marcando 60 marcand o 0 (en loS * la velocidad instantánea y ^ 
variando, algunas ^ ^ # que j a aguja ^ velocid ades? A continuación 
mayores que 60. E se re iacionan e f m ás general, 

velocidad promedio. 6 do e l problema e 

contestamos esta inquietud tra de una recta de acuerdo ala 

c nue un objeto se mueve a ti empo y la variable s mide d 

.5T s • Aw 

ir- a. p-*- . ... __ ,. 



d erN ada 

M1W 111 
si" aí 

Lueg 0 ’ n 


que 


luición s = t(t) la llamaremos U "“° nstantánea e n un instante fijo,* I 

Buscamos una expresión para la ver ( un instante cua l qu icra cercano .1 

esta velocidad la denotaremos por *W- c , camb ¡ 0 de posición del objeten 

instante a. En el intervalo de tiempo entre y 

fl(t) - í(a). f(a) f (‘) s 

---- 


r 


_♦- 

f(t)'-f(a) I 


Es tradi' 

En este 
Con esl 

siguiente. 



s = f(0 

f La velocidad promedio en este intervalo de tiempo de a a t es: 

f(t) - f(a) 

Velocidad promedio = 

Esta velocidad promedio es una aproximación a la velocidad instantánea '( a ^ 
Esta aproximación será mejor a medida que t se acerque más al instante a. Por I a1110 ' 
es natural establecer que: 


V (a) = Lím f(t)-f(a) 
t -> a t-a 


(ü) 


i -> a i - a 

hemntfn Cn ^ P ro ^ ema I a recta tangente como en él de la velocidad instantá^j® 

Cálculo Diferencial 1 ^ lsmo Umite ((i) y (ii)). En este 1 imite radica 1 a esene» ‘ 

le dieron ongcn, y merecer ttTíl " b “ a 3 '° S problemas geométricos a V 

i. y merece ser tratado independientemente Este limite es Utten**> 


el t 


te 


Hsé 























' S,i ">le s 

ene «ere%,. 

%\ 

Ai 


ÍSjda 

sc “íd? 

Str ° «o s ., 

7° que ¿ 

s> 5 n 

generaj 4 C ° nti, V 


, . lnsíante fijo a; 

malquiera cercano'; 

S1C,0n del objetot¡ 


instantánea vej¬ 
ante a. Por tan 10. 


nít^° 
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La derivada de fen a, denotada por f (a), e , el ,¡ 


= Lím f(x) f(a) 

0) 

x -> a x-a 



S1 guiente límite: 


la derivada f (a), por ser un límite, puede o no existir. En el caso de que exista 
nl0 s que la función f es diferenciare en el punto a. ^ 

En esta definición está implícito que f debe estar definida en un intervalo abierto 

que contiene a a. 

Al límite anterior lo podemos expresar en otra forma ligeramente diferente. 


,eCía d e a CUerd 
a variable s ,S 
tenadas 71 


gj h = x - a, entonces x = a + h y 
Luego, (1) es equivalente a: 


x -> a <=> h -> 0. 



Es tradicional llamar Ax (delta x) a la diferencia x - a. Esto es, 

Ax = x - a 

En este caso, x = a + Ax y x-> a <=> Ax-> 0. 

Con esta notación, al límite (1) ó al (2) los podemos escribir de la manera 
siguiente, obteniendo la expresión tradicional para la derivada: 



A Ax = x - a se le llama incremento de x, y expresa el cambio que experimenta 
la variable independiente al pasar del valor a al valor x - a + Ax. 

La diferencia Af = f(a + Ax) - f(a) es el incremento de la función, y expresa 
el cambio de los valores de la función al pasar de f(a) a f(a + Ax). 

El cociente — es la razón incremental, y de acuerdo a la igualdad (3) 
Ax 


jad instantán^ 

, Ja esenciad 1 ’ 
os y físicos qtf 
es la derivad 3 


tenemos que: 


, . _ Lím 
f ( a ) Ax -» 0 Ax 


Es decir, la derivada es el límite de la razón incremental cuando Ax tiende a 0. 

Para hallar la derivada f'(a) se utilizan cualquiera de los 3 limites: (1), (2) o (3). 
































2 «. 


30. 
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la función «x) 


= x 2 , hallar f'(3) 


c»P 


,it^° ‘ 




S0,UCÍ ° n os la fórmula (1): 

Usare 010 f , x __ f(3) Lím *-L_ 

, Lím x _> 3 x-3 

f'(3) * x _»3 *' 3 


f'(0) " 

Co m° 


+< 


T>í 


Lím 

x->3 


(x 


+ 3)(x- 3) = Lím (x + 3) =3 + 3 = 6 


:-3 


x->3 


[THmPLQL] Dada 
Solución 

Usaremos la fórmula (2) de la derivada: 


la función g(x) - J . hallar 8 ( 2 ) • 


Lím 

RÍ-2 + h) - g(“2) 

Lím -2 + h- —2 


h ->0 

h 

h-»0 h 

• 

Lím 

-2 - (-2 + h) 

Lím - h 

Sol 

h-»0 

(-2)h(-2 + h) 

h " >0 (-2)h(-2 + h) 

a. 

Lím 

1 1 

1 



h->0 2(-2 + h) 2(-2+0) 


EJE MPLO 3 j Probar que la siguiente función es diferenciable en 0 y que f'(O)=0. 

m = 


c. 


Solución 
Debemos probar 



2 1 

x sen—, si x*0 
x 

0, 


si x = 0 


( ) Recordando el problema resuelto 1, sección 2.2 


f '(0)- Lím f(o + h)^f(o) 

n ->0 ~~~ —L_¿ = Lim 

h h->o 


h 2 sen- - o 

.= Lím h sen _L = 0. 

h 


h h ->0 

®ÜPUHl PmK 

-sJ Marque fl( x) 3p 

Solución no “ 0 


Esto es, 
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tvtFINICION. | La derivada por la derecha y la derivada por la izquierda de f 
en a son los siguientes límites, respectivamente: 

• lím f(x)-f(a) 

(2) f_(a)= . - 


, Lím f(x)-f(a) 
(1) f+(a) = . - 


x-a 


x-a 


Es fácil ver que: 

3 f'(a) <=> 3 f+(a), 3 fl(a) y f+(a) = f_(a) 

EJEMPLO 57 Dada la función valor absoluto f(x) = | x |. 

a. Hallar f' + (0) b. Hallar f 1 (0) c. Probar que f no es diferenciable en 0 

Solución 

lím f(x)-f(0) _ Lím l x l~l°l = Lím ÜÜ= Lím 

0 + x 


• _ lím f(x)-f(0) _ Lím l x H°l = Lím [üi_ Lím 2L = 1 

a. f+(0)- x _^ 0+ x _ Q x _ >0 + x _ 0 x->0 + x x 


0. Est° 


x -0 * —»0 + x-0 

_ Lím f(x) — f (0) _ Lím l x l~l°l = Lím [ü!_ Llím Zl = _ 1 
_ x _>0~ x-0 x->0" x x->0 _ x x-»0" x 

c. Como las derivadas laterales no son iguales, concluimos que no existe f'(0) y, 
por tanto, f(x) = | x | no es diferencíale en el punto 0. 

Este resultado puede explicarse geométricamente: 

El gráfico de f(x) = | x | tiene un vértice en el punto 
(0, 0). Este vértice no permite asignarle una recta 
tangente al gráfico en este punto, ya que al pasar de 
los puntos a la izquierda de (0, 0) a los de la derecha 

hay un cambio brusco de pendientes de -la 1. 

LA FUNCION DERIVADA 

DEFINICIOÑTI La derivada de la función f es la función f', tal que su valor en 
un número x del dominio de f es la derivada de f en x. 

f7 , _ Lím f(x + h)-f(x) 

1 w h->0 



i 


h 
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CíP 


i» 11 


lo 


, 1 , »ii,ntns x del dominio de f en 1 0 <¡ „ 

El dominio de f' está formado por los p ^ subconjunto del dominio ^ f 

existe f'(x). Es claro que el dominio de 

n r = f' y en el caso de que se Q , 

Otro símbolo para f' es Df; esto es lee „j derivada^ 

especificar la variable independiente, se escribe D x I, q >vad a dc f 

respecto a x". Se tiene, entonces 

F D x f(x)=Mx) 


la derivada de Rx) - x 2 es la función f'(x) » 2s 


0 á 


en 


EJEMPLO 6. 


a. Probar que 

„ usando la parte (a) hallar f'(3) y observar que el resultado fc, 
' ejemplo 1 es un caso particular del resultado (a). 

Solución 

a. Sea x un punto cualquiera del dominio de f. 

, Lím f(x + h) - f(x) _ Lím n - ( X + h) 2 ~ — 
f(x)= h ->o ü h ^° h 

(m x 2 + 2xh + h 2 -x 2 _ Lím 2xh + h 2 _ Lím (2x + h) = 2 x 
, h —>0 ^ h —>0 


den 


Cor 


Lím 

“ h -»0~ 


Esto es, f'(x) = 2x y el dominio de f' es el mismo que el de f, que es todo IR. 

• I 

b. En f'(x)= 2x, tomando x = 3, se tiene que f'(3) = 2(3) = 6. Este resultado 
coincide con el obtenido en el ejemplo 1. 

- 1 

EJEMPLO 7. a. Probar que la derivada de g(x) = ~ es la función 

D x g(x) = - \ 
x 2 

b. Usando la parte (a) hallar D x g(—2) y observar que el resultado 

_ , „ dd ejemplo 2 es un caso particular del resultado (a). 

Solución ' 

a. Sea x un punto cualquiera del dominio de g. Esto es x ^ 0. 

1 1 

Dxg(x) = ¡A. «fr± h)-gW , Lint x + h ~ 7 Lím x-(x+W 


y 


ei 


_ Lím -h 


h->0 


h->0 
. Lím -1 


hx(x + h) h- *° x(x + h) ~ x(x + 0) 


h h->0 hx(x + h) 

-1 1 


Esto es, D x g( x ) = g'(x) = —L 





























de f 

doi^j e . n lo, 
^d ef \ 
de '• 

* 

de dvl K 



= 2x 


(2x + h) 

) 

es todo R. 

6. Este resulud: 


ion 


rque 
o (a). 


el resultad 
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E 1 dominio de D x g(x) = —y es el mismo que el de g(x) , que es IR - {0}. 


1 


b En D x g(x) = " ^2 * tomando x « -2, se tiene D x g(-2) 


1 


(- 2 )' 


4 


Este resultado coincide con el obtenido en ejemplo 2: g'(-2) = - ^ 


LA NOTACION DE LEIBNIZ 

Además de la notación que hemos introducido para designar a la función derivada 
existen otras. Entre éstas tenemos la notación clásica, que fue introducida por 
Leibniz durante la época del nacimiento del Cálculo. Esta notación para designar la 
derivada de una función y = f(x) usa cualquiera de las cuatro expresiones siguientes: 


1. 


dx 


2 ^ 
dx 


3. 


dx 


d x 
_2 


(f(x)) 


En el ejemplo 6 encontramos que la derivada de la función f(x) = x z es f '(x) = 2x. 
Con la notación de Leibniz este resultado se escribe así: 

df(x) d(x 2 ) d " 2 X 0 

-= 2x obien, -= —(x )=2x. 

dx dx dx 

9 2 f f 

y si en lugar de f(x) = x escribimos y = x , entonces su derivada se expresaría así: 

y- = ¥ = 2x 
3 dx 

Regresando a la notación incremental, s i una función es denotada por y = f(x), 
entonces el incremento de la función podemos expresarlo así: Ay = f(x + Ax) - f(x) y 
a la derivada, con la notación de Leibniz, así: 

¿X = Lím ¿Y 
dx Ax—>0 Ax 

En esta expresión nos inspiraremos en un capítulo posterior para asignar 

dy 

significados propios a dx y a dy. Aquí ^ no debe interpretarse como una 
fracción, sino simplemente como otra notación para la derivada f '(x). 

Si y = fl[x), con la notación de Leibniz, la derivada f'(a) se escribe así: 


*■>• &>• i 


df(x) 


x = a 


dx 


x = a 
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ue ^ ,dOndeX>0 ’ 

[ÉjImIS® Prob q fJ ^+Áx - Vx )(Vx + Ax + X 

Solución Ax-*® Ax(Vx + Ax + Vx) 

f ' M Lim _-.il , — = . 

(x + A^H^® Ax-^°a x(->/x + Ax+Vx) 

- Li lo^77^ff + ^ x) 

" Ax-* 0 Ax(v x + i 



'oí 000 
i V 

#f<0 
£ ” , S ¡W ; 


5 

¡}C' 



dí/^-JU» <°- +00) ' 

Observar que el dominio* J 2^ 


10 S r eSÍ 


ediante otras variables, que no sean x ó 
r-HñÑl Si una función se cam biará de acuerdo a las nw» 

[WTÁCWiJ y _ , a n „tacion de d£ , a función u - t 2 se expresa enb 

variables. Así, la en 

forma siguiente: . 2 

du _ 7 3 . ^U = 2t 4. D t ( t 2 ) =2t 

1. u' = 2t 2. ¿ t 



diferenciabilidad y continuidad 
a s,guien,e es un resalado impodan,e „ue relaciona la diferenciabilidad =o»b 
continuidad. 

j£OREMaLi] Si f es diferenciable en el punto a, entonces f es conttnua en a. 


Demostración 

Consideremos la siguiente identidad 

f(x) - fia) = (x-a) 
Tomemos límites a ambos lados: 

Lím [ f(x) — f(a) ] _ Lím 


m - fia) 

x-a 


x —> a 


x —> a 
Lím 


(x-a )ÍMlM 


x-a 


_x->a 


(x-a) 


Lím f(x)-f(a) ~| = o . f '(a)=0 
_x->a x-a J 

ESt ° eS ’ LímJ f ( X )-f(a)] = o. De donde, Lír 


Lím f(x) = f(a) • 
x -> a 




U.u rect 
en f 
pasa P 
tanger 


EJEMP 


Soluciói 
a. En e 

«w- 

f'U) 

gráñ 

y- 

b -la rt 

y- 
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■observaCION 

'oroco del teorema anterior no se cumple. Una función puede ser continua 
& reC ' n to y no ser diferenciable en ese punto. La función valor absoluto nos 
en ^ eUaso. Esta función es continua en el punto 0. Sin embargo, como se mostró 
ilustra e esta función no es diferenciable en 0. 

en el ejemp ’ ^ 

1 situación ocurre con la función f(x) = y/x , del ejemplo 4, la cual también 
[ ^ t j nua en 0, pero no es diferenciable en ese punto. 


RECTAS TANGENTES 

Damos respaldo oficial al problema geométrico de la recta tangente, que nos sirvió 
de motivación para introducir la derivada. 

giggíCÍgÑT] Sea fuña función diferenciable en el punto a. 

La recta tangente al gráfico de la función f en el punto A = (a, f(a)) es la recta 
que pasa por A y tiene por pendiente m = f'(a). O sea, es la recta 

y - f(a) = f’(a)(x-a). 

b. La recta normal al gráfico de la función f 
en el punto A = (a, f(a)) es la recta que 
pasa por A y es perpendicular a la recta 
tangente en A. O sea, es la recta 

v - fía) =-— (x - a), donde f’(a) + 0. 

} v ’ f’(a) 



EJEMPLO 97| Sea la función f(x) - x . Hallar: 



a. La recta tangente al gráfico de f en el punto (2, 4) 

b. La recta normal al gráfico de f en el punto (2,4). 

Solución 

a. En el ejemplo 6 probamos que la derivada de 
f(x) = x 2 es f'(x) = 2x. Cuando x = 2 tenemos 
f’(2) = 2(2) = 4. Luego, la recta tangente al 
gráfico de f en el punto (2,4) es 

y-f(2)= f'(x)(x-2) => y -4x + 4 = 0 
b - La recta normal al gráfico de f en el punto (2.4) es 


y - í(2) = - — - —(x-2) 


y —4 = - 7(X-2) 



I 




























1 tí 


/^'.Hallar: . 

EJEMPLOTÓTI Sea la función g x x 

ni gráfico de g en el punto donde * * | 

a . La recta tangente ai fe 

b. La recta nonnaUl de g en e. pumo doudex.J 

“ , UD Por e. ejemplo 7., sabemos que 

a. Hallemos g (— 1 / 2) - 




b. La recta normal buscada es 


y — g(—1/2) = — 


i 


g '(-i/2) (x “ H/2)) ^ y-(-2)=- —(x+l/2)) 

=> 8y-2x+15 = 0. 



Solución 


Por el teorema 3 1 s jf Pc j r 

ferenciable en 1, f debe ser continua en 1. Luego: 

Pero, 


Lím f (x) = Lím f(x) 

X - 1+ x->r 


LU 

P o 

deb e 


F 

m 

Sol 


1 
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fi«ñ5LÉMX13 Hallar la derivad* <k 

Solución oH . stc f . (0 ). Veamos qué sucede cuan*,,,^ 

Sabemos, por el ejemplo 5, que no suflCÍen temente pequeño p ara 

S, x > 0. entonces , * I “J.^Tn este caso tenemos q ue: 
x ♦ h > 0 y, por lo tanto, ! * + x+ h-x = Lfm h. = . 

„ , Lttn ÜtílilÜ- h-® h 

f(x) = . h , 

" Tomamos h suficientemente pequeño p ata 

S, x < 0. entonces I * I - - En este caso tenemos ,ue : 

x»h<0 y.portanto, I* ' _ (x +h) -(-*)_ Lln 


oronto, |x + hI = " • _ (x + h) _ ( _ x)= Llm -h 

„ . . Un. Ütthlii» Lnn-- h^0 h -1 

f(X > h-,0 >> 


h_>0 

• i , a „tvqda de la función f(x) - I * I es 
En conclusión, la derivada ae 


pr qblemaT 


Í1 si x>0 con dominio R-{0}. 
f [-1 si x < 0 

La tangente a la parábola y = x en cierto punto P es paralela a 
la recta 

L: y + 4x + 12 = 0. 

Hallar el punto P y la recta tangente. 


Solución 

Sea P * (a, a* ). Por el ejemplo 6 sabemos 
que y - 2x, luego la pendiente de la recta 
tangente a la parábola y = x 2 en el punto 
p " (•> ) es m = 2a. 

Pero. U pendiente de la recta 
L' 4 x♦ y + 12 » o es -4. 
^^e«cy,a,e cttLsonparale]as 




l.f 

4- 1 

7. 

10 

11 


1 


i: 

1 

2 


1 
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eño 


Para 


* 0. 
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ño Para 

"h 
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_ PROBLEMAS PROPUFCT^c 3 J 

m ¡os P'° b,emas de> 1 9 ’ haUar ,a *’*»«« * la funciin eu el pumo „ 

indicad°- 

,(P)- 2 ' na 

4.fí*) = 

l fíx) = 3x 

JO probar que la siguiente función es diferenciable en 0: f(x) = 

probar que la siguiente función no es diferenciable en 0: 


s 4 X - 1 en a 


2.g(x)-xena.3 ' 3. h(x) - 3* e „ a , 2 -" 

-2' 5.g(x)-2x 2 -5 en a—i 6.h(x)-| en a--2 / 


1 / 

2.5 en a—1 8.g(x)-x + - en a-2 9.h(x) = x 3 + 2 en ... i 


x 2 si x < 0 
0 si x > 0 


12 


Hallar los 


■ 1 + x si x < 0 

fW = 1 

[ 1 - x si x > 0 

valores de a y b para que f sea diferenciable en 1: 

' 

ax + b si x < 1 


f(x) = < 


v "v/x si X > 1 

Eit los problemas del 13 al 21, hallar la derivada de la función indicada. 

13 .f(x) = 2/ 14. g(x) = x 15. h(x) = 3x/ 16. f(x) = 4x - V 17. g(x) = 2x 2 - y 

Ai 
2 


18. h(x) 


= -/ 19. f(x) = 3x 2 - 5 ^20. g(x) = x + ~ 21. h(x) = x 3 + 2 

X ^ 


3 2 

22. Dada la función f(x) = x + x 

a. Hallar la pendiente de la recta tangente al gráfico de f en el punto donde x = 1. 

b. Hallar la recta tangente al gráfico de f en el punto donde x = 1. 

c. Hallar la recta normal al gráfico de f en el punto donde x = 1. 

23. Dada la función g(x) = y]\-3 

a. Hallar la pendiente de la recta tangente al gráfico de g en el punto donde x =12. 

b. Hallar la recta tangente al gráfico de g en el punto donde x = 12. 

c. Hallar la recta normal al gráfico de g en el punto donde x = 12. 


1 ■> 

24. Dada la función h(x) = — x - x + 7 • 


a- Hallar su función derivada. 

b. ¿En qué punto del gráfico de h la tangente es paralela a la recta y - 3x + . 
c * Hallar la recta tangente al gráfico de h en el punto encontrado en la parte 

25- Dada la función f(x) = y¡2x + 1 
Hallar la función derivada de f. 

b< Una tangente al gráfico de f tiene por pendiente 1/2. Hallar una 
esta tangente. 


ecuación de 


Jad Yacambúl 
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Capitulo 3. La Deriva 


^_________^g^|%ÉWVÁCÍON 

TECWC Í,!tnc..c>‘"r C r"át^ 

Llamaremos derivación ^rjo,., este proc ^ laborio so y tedioso trabajé 
función. En la sección» cua , dependí_ remos algunos teoremas ¿ * 

directamente la definid ^ ^ seCC10 n P r ^ de funciones en forma rá pi > 
calcular ciertos limite. eriva da de un g ra , s resultados los presenta^ 
permitirán encontrar la a loS límites. A *g ^ 

mecánica, sin tener que ^ , a derivad a. 
usando las diferentes notado ^ 

constante f(x) - c. en,oncee 

r(x) = 0. o bien, Dx c 0 


, de 

° di =l 


Demostración fíx + h)-f( x ) _ Lím £_£ = Lím 

f'(x) = Lím -T h-*0 h 


h-> 0 


0 

h ->0 h 


= 0 


- -- n(2) - 0 b.ííÜ-0 c. á^-0 d.D,(,)., 

F.IF.MPLQlI a. D x (2) 0 dx _^_ 

[TEOREMA 3 J1 Regla de la potencia. 

Si f(x) = x n y n es un número real, entonces 

f'(x)=nx n_1 . O bien 

D x (x") = nx n_1 6 —(x n ) = nx n_1 

dx 

Demostración 

Aquí sólo probaremos este teorema para el caso en el que n es un número natural. 
Tomando en cuenta el problema resuelto 7 de la sección 2.1 tenemos 

Lím (x + h) n — x n 
' ' h 


h ->0 


-= nx"” 1 


t^lOLAWa] La derivada de la 
Demostración 


^ ( x ) 1. O bien ~ = i 

dx 1 



identidad, f(x) - x, es la función constante 

ó D v x = 1 


E 




























c. D x ( x 4 ) = 4x 3 



DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 


SISMÁIS] ¿ (eX) = eX 6 bien °x(e X ) = e x 


Demostración 

De acuerdo al teorema 2.22 parte 3 de la sección 2.7, tenemos que: 

Lím e h - 1 _ 
h -»0 h 

Ahora, si f(x) = e X ( tenemos: 

r(x) = Lím f(x + h)-f(x) = Lím e * +h -e x _ L lm e x e h -e x 
h-»o h h-> 0 h h -> 0 h 

= Lím e x ( e h — 1 ) _ e x Lím e h -1 _ e x ( l) = e x 
h —» 0 h h —> 0 h 


DERIVADA DE UNA SUMA O DIFERENCIA 


TEOREMA 3.5 


Regla de la suma y de la diferencia. 

Si f y g son funciones diferenciables en x, entonces f ± g 
diferenciable en x y se cumple que: 


es 


(f ± g)'(x) = f'W ± g'W 

o, simplemente, 

(f±g)' = f'±g' 

L a regla de la suma o diferencia, con las otras notaciones se expresa asi. 
































f 
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Capitulo 3. u ^ 


lv «ü 4 


c>c 


1»* 


,1° 


1. 


l> 


D x [f(x) ± E(x)l “ D x f(x) ± d xB(x) 

T" [ f(*) ± g( x ) 1 = 1 dx te(x)) 


Demostración r ,. . , , .. 

((U)±g(x)V . U. # 

. Lfm f(x + h)-f(x) ± Um S(x + h)- 6 (x) _ ^ 


h ->0 


h ->0 


Í'U). 


Este resultado se puede extender fácilmente al caso de varios sumandos. 


EJEMPLO 4. 



a. D x [e x + x 3 ] = D x [ e x ] + D x [ x ] e + 3x 

b. D x [x 4 - x 2 + 5] = D x (x 4 ) - D x ( x 2 ) + D x ( 5 ) = 4x 3 - 2x + 0 = 4 

DERIVADA DE UN PRODUCTO 


TEOREMA 3.6 Regla del producto. 


Si f y g son funciones diferenciales en x, entonces fg es 
diferenciable en x y se cumple que 

(fg)'(x) = f(x) g'(x) + g(x) f'(x) 
o, simplemente, 

(fg)' =f g' + gf' 

La regla del producto, con las otras notaciones se expresa así: 

Dx I f(x) g(x) ] = f(x) D x g(x) + g(x) D x f(x) 

dí ,f(l) 8(1)1 = f W¿(8W) + g(x) —(f(x)) 


Demostración 
Ver el problema resuelto 10. 


dx 


ÍÉSit£tOijD x [(x 3 + i)( x 2_ 8) , (3+1 . r2 

n tx + 1 )D x [x z -8]+( x 2 -8)D x [x 3 +1] 

~ < x + 1X 2 * - 0) + (x 2 - 8)(3x 2 + 0) 


en 


I te° f 



pe 


nio 




AP 


licaf 



Den 

\ 

















*) 

d * ( S( 

fioj 


*)) 
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En el teorema anterior, si una de las e, 

Cgj5LARÍo7| Si c es una constan* y rTlT T T”"'“ 

entonces cf es diferenciable e„ . fuilcl6n dlfe "nMble en 

ie en x y se cumple que: 

(cf )'(x) = cf'(x), 


o bien 


D .ld»l- cD , w ó A[ ctwl . c ± (f(l)) 

Demostración dx 

Aplicando la regla del producto y la regla de la constante tenemos que: 

D x [cf(x)]= cD x f(x) + f(x)D x c = c D x fi(x) + 0 = cD x f(x). 


X + 0 = 


x, entonces fe . 


x)) 



) Dx f* 
3x 2 + °) 


EJEMPLO 6. D x [5x] =5D x [x 3 ] =5(3x 2 ) = 15x 2 


DERIVADA DE UN COCIENTE 


TEOREMA 3.7 Regla del cociente. 


Si f y g son diferenciables en x y g(x) i- 0, entonces es 


diferenciable en x y se cumple que: 


,i 


f V (x) = g(X)f ' (X) ~ f(X) ^°simplemen,e, |^| - 

|g(x)l 2 


8 J 


f V _ gf -_f¿ 
2 


g 


Con las otras notaciones 

D 


( f(x) ^ _ g(x)D* f(x) - f(x)D x g(x) 


d 

dx 

Demostración 

Ver el problema resuelto 12. 


, g(x) 

m 

g(x) 


lg(x)l J 


g(x)- d x (f(x)) - ÍW¿UW) 

[gWl 2 


EJEMPLO 7 


_d_ 

dx 


2x 3 -1 

2 -> 
x +3 


(x 2 +3 )A( 2x 3 -1) - (2x 3 -1)^0^ 

(x 2 +3)' 






































, 2% - (2X 

t 2 + 3)(6xJ-Ar 


OpCtul» 3. L*t5*rw Si}(( 


3 _ l )( 2x ) _ 2x 4 + | Hy j 






i** 





fSEMPLÓ S Ha l'° r ' aS 

olución 

Teniendo en cuenta que 


rectas tangentes 


.olicando la regla de cociente: 

2 dx_— - dx 


dy _ _d 
dx dx _ 


1 -x 


dx 


1 -x 


<e x ) 2 


-e — ~2x 



Las tangentes horizontales deben tener pendiente 0: 

dy, oc > e 2 ^i-=0 ox=2 

Luego, la ourva dada .¡ene silo una «"S' n,e 
horizontal en el punto donde x 2 

Reemplazando x = 2 en laecuac.ónde la 

e 2 (1 — 2) = _, 
y= __ 1. 

Luego, el punto de tangencia es (2, - 1) y 
la ecuación de la tangente es y = - 1 


curva: 


PROBLEMAS RESUELTOS 3.2 


PROBLEMA Í7| Hallar la derivada de la función y = x yjx . 


Solución 

Podemos proceder de dos formas: 
a. Mediante la regla del producto. 

VTi-txHx-L 

_ dx 2\Jx 

_ yTx r~ 3 

2 + = -r>Tx 



So 1 


iu c ‘ 
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b. Mediante la regla de la potencia. 



[PROBLEMA 2. 


Hallar la derivada de la función u 


Solución 



d u 
d v 




i v -l/2-l 

2 



1 + 2 1 2 
2v 3/2 v 5 ' 3 " " + l[7 ' 






PROBLEMA 3. | Hallar la derivada de la función y - (l + Vx )(x - Jí ). 


Solución 


- (1 + i/x 

= 0 + ^)0-o) + (x-^)( 0+ Í) 


J2 2^+2x + x-V2 



[PROBLEMA Sif.gyh son funciones diferenciables, probar que 

( fghy=fBh' + fh « + shf ’- 

Escribimos fgh = [fg]h y aplicamos la regla del producto. 

(.fgh)' = ([fg]h)'= [ fglh ' + hlfSl ’ 

[ = fgh' + h(fg + g f,) 

= fgh' + fhg + S h L 




























„ r0 nsta nteS 

Sia ' by 'r ( "-a)(X'W‘ X - C) ' 


Capítulo 3. UDer iv 
halla 1 " la derivada de la funció n 






,ítu 


,1° 


3 na" 2 

A^V' 


anterior «*—“* 


Solución 

Aplicando el problema 

4í , f [(x-aKX' bXX ' CJ d fx _ b)+ (x-bXx-c)A, 

' (X - aKX ' b,S c) + ( x-b X x-0 

, (x .a)(x-b)+<x- a)(X c + x2 , (b + c)x + bc 

„ x Ma + b)x + ab« -< a 

r + a b + ac + be 


= 3x 2 - 2 (a + b + c)x" 

Hallar la derivada de la función y ‘ 



Solución 

Aplicamos la regla del cociente 

..W« l )-c 2 +«V x) 

dy _ dx _ 

dx 


(a 2 -x 2 ) 2 

ía 2 -x 2 lí2x)-(a 2 +x 2 )(-2x) 2a 2 x-2x 3 + 2a 2 x + 2x 3 = _4a 2 x 

= (a 2 -x 2 ) 2 (a 2 -x 2 )> 


Solución 

Seaf(x)= x 2 + bx + c. 

La pendiente de la recta y = x es m = 1 . 

Por otro lado, la pendiente de la tangente a 
la parábola en el punto (2, 2) es f'(2). En 

consecuencia, debemos tener que f'( 2 ) = 1 

Pero, 

L ^-- M)+b = 4+ , 
4 + b = 1 => b = _ 3 




S oW 


[CÍÓ° 


PROBLEMA"^] Hallar la parábola y = x 2 + bx + c que tiene por tangente ali 
recta y = x en el punto (2, 2). 


en 


Enc° ntre 
el P u ° tC 


<U - d 

d* 

I 


Ahora 


Encc 
define 1 


Luego. 

Ahora 


PRO 


Solu, 


; + c 























acJ a 


’\ ' 


de 


'fk. 

X 
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Ahora hallamos el valor de c. Para estn 

está en la parábola y, por tanto, debe satisfacer su e^uación^Esto eT ** PUm0 (2 ’ 2) 
2 = (2) - 3(2) + c => c = 4 
En consecuencia, la parábola buscada es y = x 2 - 3 X + 4 


b)( *- c) 4 


(PRÓBLEMA8J Hallar la recta tangente al gráfico de la función siguiente 
(Bruja de Agnesi) en el punto donde x = 2a. ¿ 


y = 


8a- 



x 2 +4a 2 


Solución 

Encontremos la pendiente de la tangente 
en el punto x = 2a. 

dy = d í 8a 3 
dx dxlx 2 + 4a 2 

(x 2 + 4a 2 )(8a 3 )-8a 3 -Xx 2 + 4a 2 ) 
= _dx_dx__ 

(x 2 + 4a 2 ) 2 



_ (x 2 + 4a 2 )(0)-8a 3 (2x) = -16a 3 x 

(x 2 + 4a 2 ) 2 (x 2 +4a 2 ) 2 

Ahora, la pendiente de la recta tangente en el punto donde x = 2a es: 


2x : 


4a 2 x 

(a 2 -x 2 ) ! 


Ene 


áx 

dx 


-16a 3 (2a) ^ -32a 4 = ¿ 


x=2a ((2a) 2 +4a 2 ) 2 


64a ¿ 


:ontremos el punto de tangencia. Reemplazando x = 2a en la ecuación que 


define la función tenemos 


por tangente a 





y = 


8a- 


(2a) 2 +4a 2 


8 a/ 
8a : 


■= a. 


Luego, el punto de tangencia es (2a, a). 

Ahora, ya podemos hallar la tangente buscada: 

y-a = -^(x-2a), osea x + 2y-4a = 0. 


(2,2) [problema ]T] Hallar los puntos del gráfico de la siguiente función en los cuales 

la recta tangente pasa por el origen de coordenadas. 

5 , ' fíx) = 2x 3 + 13x 2 + 5x + 9 

Polución 
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Sea (a, f(a)) un punto del gráfico tal que la recta tang )) Pasa Pot 
origen. En general, la ecuación de la recta tangente es 
L: y-f(a)= f'(a)(x-a) => 

L: y = f'(a)x + [ f(a) - af'(a)] 

L pasa por el origen <=> 

[ f(a) - a f'(a)] = 0 <=> «*) = af (a) 

Pero, f '(a) = 6a 2 + 26a + 5. Luego, 

fla) = af'(a) <=> 



2a 3 + 13a 2 + 5 a + 9 = a ( 6a 2 + 26a + 5 ) 



Las raices -3, -1, y 3/4. Luego, los puntos busca*, 

S ° n: - P 2 = (-l,f(-l)) = (-l, 15 ) y 


P, = (-3, fl-3)) = (-3, 57), 

Pj = ( 3 / 4 , f(3/4)) = (3/4, 669/32) 


¡PROBLEMA 10. j Regla del producto. Si f y g son diferenciables en x, probar: 
(fg)'(x) =f(x)g'(x) +g(x)f'(x) . 

Solución 

(fg) . (x) = Lím f(x + h)g(x + h)-f(x)g(x) 
h—>0 h 

Restando y sumando f(x + h)g(x) al numerador tenemos: 

(f g) ' (x) = Lím ¡f(x + h)g(x + h) - f(x + h)g(x)l + [ f(x + h)g(x) - f(x)g(x)l 


h-»0 


_ Lím 
h ->0 


_ Lím 
h 


j f(x + h)g(x + h)-f(x + hk(x) 

L ~h 

ff(x + h)MLt£hlW 

->» L h 


Lím 
h —> 0 


f(x + h)g(x)-f(x)g(x) 


= |"Límfrx + h)]PLím g(x + h)~ 
Lh-»o JL h ->o 

= fl r x)g'(x) + g( x)f ' (x) 


g(x) 


C>t 




\0 



$<y 


n» 1 


ció' 




Solí 

T 


h-»0 l_° v J 

h 



+ 

Lím g(x) 

Lím f(x + h)-f(x) 


- 

_h->0 

_h -»0 

h 







































v 



-gés3532 

I - =_ §’(*) 

v ■» J ÍS 3 ? 

Solució" ! j 

- Z — — -- SfX \ — 2(X + h\ 

Lim g^ x ^ __-IL X) = Lim g(x^h\g, x r 


185 





h->0 


h —*0 


Lim g(x)-g(x-h) _ Lim 
h _*0 g(x-rh)g(x)h h —>.0 


: -i 

u^X-t 




fW-gU+M 


Lim 1 Lim gfx-h)-g(xr 

” h->0 g(x + h)g(x)j|_ h_ *° h 


1 


g(x)g(x) 


g'(x) =- 


g'(x) 

[g(xir 


Regla del cociente. Si f y g son funciones difcrenciables y 
—-~ g(x) =¿ 0. probar que 


Uí- ■ 


g(xU\xl-f\xlg’(xl 

íg(x)l : 


Solución 

flx) _ x_J_ 

Tenemos que ~ Hx) g ^ x) • 

Ahora, aplicamos la regla del producto \ el problema anterio 


- (x) - 


A 


m 


g(x) 


1 


1 


= flX)1 ióó) 


= flx) 


g'(x) 

[gOOp 


A 


1 


-f(x)gW + Bil 


+ iw r(x ' = üwT * (x) 


.g(x)f'(x)-f(x)g'(x) 







































letras a, b, c y « ^ 

= 4x 2 - 6x +1 
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‘‘Van 


PRorna!^ 2 ^ 152122 -^ 11 

*" w " * / '" ,c, °" 


X X 6 ^ 

2 . y = 1 “ t + — 


i. y 


3. y 


4 - u = v '°- : 7~ + 0.4v 3 + 
1 3 

6 - Z= ^--T + 2 


3v 


.8 


= 0,5x 4 -0,3x 2 + 2 ’ 5x ' 


5. s = 2f 5 + y" 0 ’ 31 


, 5/6 4x -2 y3 - 10/ 

7. f(x) = 3x - 4x 


0,f 


// 


8. g(x) = ax -bx 4 + c x 3/2 + (J 



10. z = 


a+b a-b 
3 


-x 


/ 


12. y = 4^x--+ VI 


2x‘ 


¿y 


/ 

/ 

é 

y 

ir . 

y 


14. u = 


3^2 


+ 3 V 


15. y = (5x 4 - 4x 5 )( 3x 2 + 2x 3 ) 

17. y= Vxe x 

19. y = (x - l)(x - 2)(x - 3) 

21. z = VT(t 4 -l)(t 6 -2) 

23 . u = 2 \/x (x 2 -Vx + V ~5 ) 

5 y 


16. y = x 3 e x 
18. y= x e + e x 

20. y= -j(2x 3 -l)(3x 2 -2)(6x 


~5) 


22. y =(Vx - l)(Vx + 1) 
24. y = (a/x - 3) 


»> 




^ 2 


51.EJÜ3I 1 ? 

stía 


25. y = 
28. z = 


x-9 

t 

t 2 + l 


x - 8 


29. u = ~ +1 

31. y = «1+bx+c _a X 2 +bx + c 


32. y = 

34 - y =^- ( X- 1 )( X 2 _l) 




36. y = J ~ "Jx 

1 + 2VV 


37. v = 


1 + 3 Vx 


27. y = 
30. y = 

33. y = 

35. y = 
38. y = 


Vx-‘J 

x + 3 
x -3 
x 3 -2x 
x 2 + X + 1 
ax 2 +b 

Va 2 +b 2 
1 

(x - l)(x - 3) 
e x -1 
e x +1 



f % 


s 
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/,/C ^ l,, di c 




0 / 


+ cx 3/2 . 


, La^ 

C*p 

Mentas ¿ e l 39 al 42 ’ hallar la recta tan Sente al gráfico de la función 

(* eIP 4 - 2 + X-2, (1,-3) 40. y = x 2 (x - 5), (2,-12) 

!?• y , i x 3 

42 ' gW " i-• 0>.a 2 ) 

„.#*> x 2 -3 2i “ x 

l ounto en la parábola y = 3x - 2x - 1 en el cual la recta tangente e 
^Íónzo'ntal (paralela al eje X). 

llar la recta tangente horizontal a la curva y = — 

44. Ha |iar x 

v 

Ha llar la recta tangente horizontal a la curva y = 







1 + x' 


11 7 

46 Hallar los puntos del gráfico de la función f(x) = - x 3 + - x 2 - 6 x - j en los 
cuales la recta tangente es horizontal (paralela al eje X). 

47 Hallar la tangente al gráfico def(x)= x 3 - 3x 2 -5 que es paralela a la recta 

3x + y- 1 =0. 

48. Hallar la tangente al gráfico de g(x) =/x + 2 que es perpendicular a la recta 

2 x + y+8 = 0. - # 

49. Hallar la parábola y = ax 2 + bx que tenga a (2, -12) como punto más bajo. 

50. Hallar la parábola y = ax 2 + bx que tenga a (4, 16) como punto más alto. 

51 . Hallar la parábola y = x 2 + bx + c que es tangente a la recta 2x + y + 7 = 0enel 
punto (-2, -3) 


_ SECCION 3.3 _ 

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES 

TRIGONOMETRICAS 



EOREMA 1. D x ( sen x) = eos x 2. D x ( eos x) - - sen x 

3 . I) v ( tan x ) = sec 2 x 4. D x ( cot x ) = - cosec 2 x 
5 l) x ( sec x ) = sec x tan x 6. D x ( cosec x ) = - cosec x cot x 

Demostración 
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tu 
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27) Calcular la derivada de 

_ * ~ tan 9 
a ‘ y 1 + tan 0 
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b. y = 


1 - cot X 

cosec x 


Solución 

(1 + tan 6 ) D 0 (1 - tan 0) - (1 - tan 0) Dn Í1 + tan fn 

- p o (y) üTiw- 2 

= (l + tan0)(-sec 2 0) - (l-tan0)(sec 2 0) = 2 sec 2 0 
( 1 + tan0 ) 2 ” (l + tan0) 2 

b. Método 1. 

( cosec x)D x (l -cot x ) -(l-cotx)D v (cosec x) 

y'= 2 " 

cosec x 

(cosec x)(o~( -cosec 2 x ¿hil -cot x )(-cosec x cot x ) 

eos ec 2 x 

3 ? 

cosec x + cosecx cotx - cosec x cot x 

eosec 2 x 

. 2 .. . 


2 2 
cosec x (cosec x + cot x - cot x) 

eos ec 2 x 

cosec 2 x + cotx - cot 2 x _ 1 + cot 2 x + cotx - cot 2 x 
cosecx cosecx 

eos x sen x + eos x 


1 + cotx 


1 + 


sen x 


sen x 


Método 2 


y = 


eos ec x 

1 

1 


sen x 

sen x 

1 

1 - cot X 

cosx 

sen x - eos x 

sen x 

sen x 

cosec x 

1 

1 


sen x 

sen x 


= senx + cosx 


Luego, 






\ J 


y' = D x ( sen x - cosx) = D x (senx)- D x (cosx) - cosx + senx 
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PROBLEMAS PROPLES TOS 3.3 

En los problemas del 1 al 9 hallar la derivada de (a función dad 

1. f(x) = 5senx + 2cosx/ 2. g( () ) ® cot ® 

sen t 

5. hit) - r 

1 - cosx 


4. y = tan x - cot x 


7.g(x) = 


5 . h(t) 
8 . y 


1 + eos t 
sen t + eos t / 


, sen t - eos t 

1 + eos x / 

10. Si f(x) = sec x - 2cos x. hallar: 

‘a. La reeta tangente al gráfico de f en el punto (n/3, 1) 
b. La reeta normal al gráfico de f en el punto (n/3. 1). 

11. Si la recta tangente al gráfico de función flx) = sen x en el punto (a, seiu, 
* por el origen, probar que se cumple que tan a - a. 


12 . Probar que D x eosx sen x 
14. Probar que D x cosec x = - cosec x cot x 


13. Probar que D x cotx »-cosec 2 x 


SECCION 3.4 


DERIVADAS DE LAS FUNCIONES 
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 


TEOREMA 3.8 Derivada de las funciones exponenciales y logarítmicas 


1. D x ( a ) = a In a 


2. D x (lnx) = — 3. D x (log a x) = * 

x xln a 


Demostración 


1. D x (a x )= Lim - _I 

h —> 0 h 


_ _ Lim a a ~ a _ Lim 
h -»0 h h->0 


= a x Lim a - 1 x 

u a —:— = a ln a 

h ->0 h 

2. Basta probar 3, ya que 2 sigue de 3, tomando a = e. 



(Teorema 2.2, parte 4) 
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P * 

•V 


Además, por el corolario a] teorema I.J . 

Abo,,. 


0,( tog,x)-L"" log a (s*b)- loj ( „ 

h -,0 ¡¡ 


tna 



Lim 
h -*Q 


* to, *( H*) 

- lo».(e ,,x ) - i|0,.,-i J_i_ 

* * ha alna 

[EJEMPLO le" Millar la derivada de y ■ a'a* ♦ e j* 

Solución 

D,y -MxV+eS*)- D, (* , «* ) ♦ D, (t 3*) 

T - * 3 D*(e a )* e* D^x*) ♦ eD,(3‘) 

- xV ♦ «‘O**) ♦ *5* ta 5 - x J t* ♦ 3xV ♦ |« ta 5)5* 




[EJEMPLO l 1 Hallar la derivada de 

!. y- — 2* y* lof, (a 3 ) 

x 

Solución 

, D x D t (lnx)-lnxD s (x) . il 

XV - 7 x 2 

2. D x y- D x (log 2 ( x 3 )) - D x ( 3 log , x) 3 — 


lnx 


x ln 2 x ln 2 


.2. r irtc 


4 ) 




IÍ ^OBLEMaTI Hallar la recta normal al gráfico de 

f(x) = * x ln x, 
en el punto donde x - e 
































Capítulo 3. i, n 
*-a D e: 


riv 


Solución 

Tenemos que: f(e) = e In e = e (I) = e 
Por otro lado, 

f'(x) = x (In x )' + (In x )( x ) 

= x — + ln x = I+lnx => 
x 

f'(e) = 1 + ln e =1 + 1= 2 
La pendiente de la recta normal en el punto (e, e) es. 

1 _ I 

m " f'(e) 2 

Luego, la recta normal en el punto (e, e) es: 

y-e = —-(x - e) =>2y + x-3e = 0 
2 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3.4 

En los problemas del 1 al 9, hallar la derivada de la función dada. 

i. 

5- y= e x ln x 


I. y = x 2 e x 





lo. Hallar la recta tangente horizontal a la 


3. y = \ ¿ 2 ? 

6 . y = 2 X log 2 x 

9. y=I±J™ 
1 - ln x 


curva y = 


a <4 



"• la recta tangente al gráfí co de f(x) = . 

’ 2 - Ha " ar h «■ ,an 8 e n,e a, grá „ co de g(x) . 4 - , " ^ PU " t0 X = ‘ 

• - --en el 

ln x 


punto donde x = 4. 


( Á/ 






3- 1 




fu' 1 ' 


CIO 


nes 


f(g^ ) 




Demos 

Ver 




Soluci 

Sih 

Ad< 

Luí 


Solí 

S 

A 
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3.4 


\ción dada. 


x 2 2 X 


log 2 x 



uinto 

iunto 


dond f 
donik’ ’ 






. SFrr.r. Nvi 

t. Evjla de la cadena" 

Esta sección la dedicaremos a csh H 

H resultado que espresa la derivada “ C ' í ”' d ' fu,K '»"'' eompaesta, 

funciones componentes se conoce con el „ó™h“ a “ mpu ' iU '¡— de .o. 

Muchas de las funciones que enmn b dc rcgla dc la ca dena. 

r=fl;g(x)). A f la llamaremos función externa frccuc ? cia sc expresan como 
- LAicrna y a g, función interna. 


[TEOREMA 3.9 Regla de la cadena. 

entonces^ en U y u = 8< x ) « dífercnc.able en x. 

cumple que " C ° mpUeS,a f ° g CS dif —iab.c en x y «I 

( fog)'(x) =f'(g(x))g'(x) 

En palabras, la derivada de una función compuesta es igual al 
producto de la derivada de la función externa (derivada extema) 
por la derivada de la función intema (derivada interna). 

La regla de la cadena, con las otras notaciónes se expresa así: 

<f og)’ - ( f'og)g' , D„ y = D u y D,u ó 

(j x du dx 

Demostración 
Ver el problema resuelto 11. 


EJEMPLO 1. Si y= V x 2 +3x , hallar ^ 


Solución 


Si hacemos u = x 2 + 3x, entonces y = \ x 2 +3x -ifü 


Además, — = * 


du i . , 
—^ y — = 2x + 3. 

du 2V u dx 


Luego, por la regla de la cadena, 

dy = dy du = 1 (2x+3) = 
dx du dx 2 -n/u 


2x + 3 
2y] x 2 +3x 


j jCMmjn s, FW-/ÍW. 8(0-9 y g(l) - 18. hallar F'(l) 

Solución 

Ku) - f, Se nene que F(x) = /¡W » «*)) * ( f ° 8>M 
Aplicando la regla de la cadena: 
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F'(x) =(fog)'(x)= f’(g(x)) g'W 
f'(u) = -J= y. por tanto, f'(g(*)) = 


2/ü 

Reemplazando (2) en (1) 


O) 
( 2 ) 





F(x) = 


2V g(x) 


g'(x) 



En particular, para x = 1 tenemos que ^ 

F(i)- 77 =r*'"> ' 57 ? ( 1 S) ‘iffl (,8) - 3 


2/gíÍ) 


TABLA DE DERIVADAS 

La regla de la cadena combinada con las derivadas ya encontradas nos da 

de derivadas más generales. Si u = g(x) es una función diferenciable de x ^ • 

’ «ttonc, 

dU d ((gx))" ) = n(g(x)) n -»_íL( g(x 


<°/V) 

_d,( e ' 
3 - » 

l{e r ' 
»■ , 


1. —( u n )= nu" 1 — Ó bien 
dx v ' dx 


_d_ 

dx 



dx 



„ d / u\ u du 

2 -^( c ) =e 57 


dx 


dx 


i d / „u\ u , du 
3- —(a ) = a Ina — 
dx dx 


5 * ¿( lQ ga u ) = —í— ^ 
dx ulna dx 

7 ‘ dic ( cos u ) = - sen u ~ 

9 dx ( cot u ) = ~ cosec 2 u ^ 


d , % I du 

dx v 7 u dx 

, d ( x du 

6. — ( sen u ) = cos u ~ 

S. ~(tanu) = sec 2 u ^ 

1°. ~ (sec u ) = sec u tan u 

dx , 

La demostración de estas rmevoc e , 

probaremos la primera. formulas es inmediata. Como 

Consideremos la función fAit _ n j 

u , cuya derivada es —(f(u))= f'fu) =nu n " 
Se tiene: (g(x)>" . Wx)) . (f „ g )(x) du 

Ahora, aplicando la regla de la cadena 

/I "i 


Solución 

a. g'C x > 

b. Da u 

c. y' = 




Iejempl 


Hy ( cosec u) = — c ° sec u e°t ti — 

di 

muestn 


^((g(x)) n ) =(fog)’( X) =, f' (g ( x))g . (x) _ n 




(gW) n -'f(g(x)). 
dx 


Solución 

Tenemo 

f(x) 

f’(n 

luego, 

y- 

,y~ 



















( 1 ) 

( 2 ) 


18) = 3 


- ontradas nos da unak 
enciable de x, entoix; 

n(g(x)) n_ ’y-(gW 

di 


U. du 
,na dx 


1 du 

LlíTá dx 

du 

-senu dx 

, du 


__ __ cOSC c 

liata- 
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EJEMPL03J Hallar la derivada de la función y = (x 2 + 5x - 6 f 


Solución 


£ ' 3 ( x2 + 5x -«) 2 ¿( x¡ + 5 x - 6 ) - 3 ( x 2 + 5 x - 6 ) 2 (2xt3) 


EJEMPLO 4. Hallar la derivada de: 

tan x 


a. y = e 


Solución 

d 


b. y = e 




dx 


d / tan x \ _ tan x d tan x ^ . i 

. — (e )- e — (tanx)=e (sec 2 x) =sec x e tanx 


Aíe^]=e^A 
dx l ) dx 


)=e^ 

' 1 > 

/ 

C 2aA1c , 


M 


X 


EJEMPLÓ17I Hallar la derivada de a. g(x) = eos (x 2 + 1) 1 

b. u - sec 2 a + cosec 2 a / c. y = cot ( sen 3x). 

Solución 

a. g’(x) = - sen ( x 2 + 1 )D X ( x 2 + 1 ) = -2x sen ( x 2 + 1 ) 

\ 

b. D a u = 2( sec a) D a ( sec a) + 2( cosec a) D a ( cosec a ) 

= 2( sec a) ( sec a tan a ) + 2( cosec a)( - cosec a cot a) 

= 2sec 2 a tan a - 2cosec 2 a cot a. 

c. y' = - cosec 2 ( sen 3x ) D x ( sen 3x ) = ( - cosec 2 ( sen3x)) ( eos 3x)( 3 ) 

= - 3cos 3x cosec 2 ( sen 3x). 


EJEMPLO 6.1 Hallar la recta tangente al gráfico de f(x) tan (x/2) en el punt 

donde x = n/2. 

Solución 

Tenemos que f (tt 2) tan ( n/4) = 1 • P° r otro * ado 
f'(x)=sec 2 (§)D x (*) =isec 2 (f) => 

f'( ti/ 2) = ^ sec 2 (t 4) ^~ *• 

Euego, la ecuación de la recta tangente es 

y- íXti/2) |" (;t 2)(-71 :> => 

^~> = l(x-Tt 2) > 




J 
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y= 5 


3x 2 - i 


d y _ d t . 2 




J^-'l.f.V- 

= 6(ln5)x5 3 * 2 - 1 



JEMPLO^J a. Hallar la derivada de f(x) = e In In x + 4 


b. Hallar la recta tangente y la recta normal al eráficn a . 

CI dada en el punto donde x = e 

Solución 

a. f '(x) =D x (elnlnx+ 4 ) = cD x (lnlnx) 

= e -j D x (lnx) = e—!— - = —L_ 

mx Inx x xlnx 

b. Tenemos que: 

í(e) = elnlne + 4 = elnl + 4 = e( 0 ) + 4 = 4 y ~~/ 

o. 

R ' C '"“ g ” e: f W(,-. )=> y - 4 = I(x - e) = y ... 

***"*”*■ y -«-(-lyrwx,.,,, 

-—__ y -l(X-e)=> y +x =4+e 

RESíJFf Tn s 



fS22í ^2 «aliar la derivad 




ade y= Vx^r^ 


( x6 -3x)'' 3 . Luego, 


k3x) ' 3 * {(x 6 - 3 X )'' 3 -i a 6 

■i , 3 ’ *<*‘-*4 


6x 5 - 3) 6x 5 -3 


2x 3 -1 



[F^ 

S o ,uC 


ión 

dy 

d* 


E5SI 


Solució 

du 

dT 
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Hallar la derivada de 
a. y = "\Jl+ 2tan x 



b - y=x- 


Solución 

a- y = D x [(1 + 2 tan x ) 1/2 ] = ^(l + 2tanx) 1/2-1 D x ( \ 
= — (1 + 2 tan x )~ l/2 ( 2sec 2 x ) =- 


tan 


x + ■ 


3 tan 3 v 


+ 2 tan x) 


sec 2 


sec 2 x ) 


(1+2tanx),/2 7 ^- 

b - y' = D x (x) -D x (tanx) + D x (i tan 3 x ) 

= 1 - sec 2 x + 3(1 tan 2 x )D X (tan x ) = 1 - sec 2 x + ( t an 2 x )( 

= - tan 2 x + (tan 2 x )( 1 + tan 2 x ) = -tan 2 x + tan 2 x + tan<x = tan < x 


Hallar ^ si y = sen 2 ( eos 3x ). 

Solución 

dy r 

* " Dx tsen (C0S 3x >] - 2s « (eos 3x ) D x [sen (eos 3x)] 

" 2sen (cos3x l)( eos (eos 3x) )d x [ eos 3x ] 

= ( 2sen (eos 3x)) (eos (eos 3x)) ( - sen 3x ) D x [ 3x ] 

= ( 2sen(eos 3x)) ( eos(eos 3x) ) ( - sen3x )(3) 

" ( '“ 3Sen 3x 2sen (eos 3x) eos (eos 3x) ] 

= -3sen 3x [sen ( 2eos 3x )] (Weor. Tng. 27, 





UROBEpiTón 

Solución 



( 

y'=D x 

2 3X 



* 2 

i*' 

= 2 3 

(ln 2)3 X 


de y = 2 3 


■>x 
= 2 3 


dn2)D x j^3 x J=2 3 ' X (ln2) 3 x2 (ln3) D x 


goloció" 
Se tien e 

y=L 

Luego- 

D x y = 

1 + D 




(' 


PROBL1 


Solución 
a. Sea ffr 

luege 

G 


En 


Pa 

G 


* a g(> 
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[PROBLE MA 7. 1 Hallar la derivada de 


Solución 

Se tiene que: 
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PROBLEMA 8. 


Solución 


a. Si G(x) - g(a + bx) + g(a - bx) y g es diferenciable en a, 

hallar G'(0). 

b. Si F(x) = í(f(f(x))), f(0) = 0 y f'(0) = -2, hallar F'(0). 


a. Sea f(x) = a + bx y h(x) = a - bx. Se tiene que 

f'(x) = b, h'(x) = - b y G(x) = g(f(x)) + g(h(x)). 

Luego, aplicando la regla de la cadena, 

G 'W = [g(f(x)) + g(h(x))]' = [ g(f(x)) ]’ + [ g(h(x)) ]’ 

= g'(f(x))f'(x) + g'(h(x))h'(x) 

Lu Particular, para x = 0 

G ' ( °) = g'(f(0))f'(0) + g'(h( 0 ))h'( 0 ) = g'(a)(b) + g'(a)(-b) =0 
Sea 8(x) (fof)( x) = .Setiene que F(x)> (««))*<ÍS (x)) 





















































rrnr^idart vacamftü] 
lun biblioteca I 

proccsosJccmcos_ 

A pl¡« D doIan ! gl>^ bcadenaaSyaF 

Ap w . r(«*»n*> y 


Ca P»ulo 3. ^ 







„)]•-[ H g (x))]'-f’(8(x))E'(x)- f(f(«(x)))f (nx))f , 


x-0 


rw-lW* 

rticular, 

En ; (0) . fW )XW f W - f W ))f ' (0)f ’ (0) = f ’(0)f ’( 0 )r (0) 
= (-2)(-2)(-2)=- 8 - 






,\0 


ft 7 ^ 


-STÍmITI Hallar la recta tangente al gráfico de la siguiente fun ció 

punto que tiene por abscisa x = -3. <*. 

flx) = 


Solución 


Tenemos que fl(-3) 


3 /(4-3) : 


V(4 + x) : 
= 1 y 


d 

1 

dx 

yj (4 + X) 2 _ 


4[, 4 + x)- M ] -^(4 + x)-«>f(4 + x) 

dx 3 dx 



y* 

f'C 


per 


S 


Í-?ÜOBLEMa 1 0. 1 a 

b . Hallar ^' rTOda de la <™ción fi(x) = 4xV x2/4 
Polución horizontal S r áfica donde la recta tangente es 




















*))f 


( 0 ) 




ion 


e n el 


x) 


o x 


ngc° tc 


C»P 


,írtil° 


3. L 3 
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f , (x) = D x |4 x 2eX/4 | í 4x Vx 




,-x 2 /4^ 


+ I e -x /4 


D x ( 4 x 2 ) 


*M( 

= (4x 2 )Í 


-x^/4 


-x z / 4 


D, 


f -.2 ^ 


4 

v y 


,-x 2 /4^ 


(8x) 


2x 

T 


+ e 


-x 2 /4^ 


y 


(8x) =-2 xV x2/4 + 8xe" x2/4 


-x 2 /4| 


= 2xe " ' j (x 2 - 4 ) 
b La recta tangente es horizontal si su pendiente es 0. Luego, 
f '( x ) =0 <=> 2xe _x2/4 (x 2 -4 ) = 0 

O x = 0 ó x 2 - 4 = 0 
<=> x = 0, x = -2 ó x = 2 

Pero, 

H0)>4(0 2 )e-° 2/4 =0, 

M .4(-2) 2 e-(-») 2/4 -ií y 

e 

«2)M(2) 2 e-< 2 > 2/4 =!í 

e 

Luego, los puntos buscados son: (0,0), (-2, 16/e) y (2, 16/e) 
lSq bLEMA 11. | Regla de la cadena. 


Si f es diferenciable en u y u = g(x) es diferenciable en x, 
probar que f o g es diferenciable en x y se cumple que 

(fog) (x) = f'(g(x))g'(x). 



Sol 


ución 


lf °sí(x)= Lím (f og)(x + h)-(f og)(x) Lím f(g(x + h))-f(g(x)) 
h->0 h h -> 0 h 

Pecando el numerador y denominador por Ag = g(x + h) - g(x) 
































lt „Víx)- L,m ^hi¡ór+H)-sw] 

(fogj( x ) h _>0 

fíríx + hlHIsWi Lim 8Íi±M;g(x) 

- Li " 0 -¡óT+hpgÓÓ h->0 h 

Z mutÉÉ=Míll Lim o iOilíM 1 

= h -> o Ag 

. Mnlite de la expresión anterior es g'( x ) • En el P^mer límite: (W, 
El T 0 por ser g continua (teorema 3.1), la expresión Ag - g( x + h) . 1 
UtUndi a 0 y, por lo tanto, este primer Itmr.e es f (g(x)) . En con*^ 

(fog) (x) = f'(g( x ))g'W' 


En la demostración anterior, al d.vidir entre Ag - g(x + h) - g(x) h eraos 
tuesto implícitamente que Ag * 0. Para el caso en el que Ag = 0 se debed» 
•, _nr»cnfrn<; no harcmOS. 



PROBLEMAS PROPUESTOS 3.5 


En los problemas del 1 al 61 derivar la función indicada. Las letras a, b y i 
denotan constantes. 

A 0g(t) = (21 3 - lf J 


íl)y=(x 2 -3x + 5) 

1 


4. z = 


(5x 5 -x 4 ) 8 


2. f(x) = (15 - 8x) 4 
5. y = (3x 2 - 8 ) 3 (-4 x 2 + 1 ) 4 


6. f(u) = 


2u 3 +1 
u 2 -l 


’-r-tei)' 


/^3t 2 + 2V 

8 - «w-fc 


9. y = Vi - 2x 
12. g(x) = 


10. u= VT+t-2t 2 -8t 3 ll.h(x) = x 2 Vx 4 -1 


■/x 2 +i 


13.y- Víx 2 -l V2 x~TT 


14. z - (1 -3x 2 ) 2 (-\Jx + 1)~ 2 I5. h (t)=4¿i 

Vl-t 


16. z = 3 


17, 






b + ax‘ 


18. f(x) = 


t)2 /b 2 +x 2 


19. y = 


1 

1 + t 2 

i 7T+7 


l + vl + x 


j5* u 
*7- V 

3 O. 5 

33-• 

36. 

39- 

42. 

45. 

47 

50, 

53 

5í 

5' 

6 
6 

( 


I 





















































Capitulo 3. La ^ 


,5 g(x)* 1 ' 
67.«‘)' t,g 

i g(x) s 
69. «*)% ’ 8 



68 ' f ^ u) b + u • g(x) 


dx 


En los ej 


¡grcicios 


del 


70 al 73 lf<’ llar dx 


70. y 


= 3U 


.3 - 4u‘ 


, 4 -l. u 


v7-l 


.4 t 

72. y 1 ’ 


ax 


+ b 



71. y = v 5 , v-3a + 2bx 
73. y * —f =. v = 3x 2 - 1 




, , h allar la recta tácente y la recta «or».,, 

** rs*£i**~ (,«.». 

gráfico déla f 75. fl(x) =-—, 


74. f(x) 


= (2x 2 -D 3 . a! 




x-2 _t 


78. í(\) = 


<mL .. 


i 


( 3 x- 2 ) 


2 " 


77. flx)- \Tx-Í. a = -7 
79. flx) = cot 2 x, a = ^ 

80. f[x) = 11 - x 3 1, a = 2 81. *x) - | sen 5x |, *• 

82. Hallar las rectas tangentes al gráfico de f( x) (x - 1)(x - 2 X x -■3) en los pui 

donde el gráfico corta al eje X. 

83. Hallar los puntos en la gráfica de g(x) = x 2 (x - 4) : en los cuales la recta tana 
es paralela al eje X. 

las rectas tangentes al gráfico de f(x) = -—^ en los puntos donde 

gráfico corta a los eicc -n..- ... X-2 

■ oQue particularidad tienen estas rectas? 

“• Mar las rec ,a s 8 ' af,C0 ^ ® <X) = ^3 qUC paSa " P0 ''' °"' 

«Hallarlas rectls " "** * « " ~ >»x en «• P“”“ » 

88 - Sean f y . 8 ra fico de y = ln [l + c x ) en el punto (0, ln 2) 

y § dos funcione, i 

Prob ar q Ue g . (x) ^ 1 ^dables tales que f'(u) = ' y ^ 
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2 

" 1 
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•> 

DE 

f’ a=: 0 

te -7 

DERIVACION 


a= - 
3 


is puntos 

4.2 

tangente 

! 4.3 

nde este 

4.4 

•igen- 

4.5 

)• 
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G0TTFR1ED WILHELM LEIBNIZ 
(1.646-1.716) 

4.1 DERIVACION IMPLICITA Y TEOREMA 
DE LA FUNCION INVERSA 

4.2 DERIVACION LOGARITMICA 

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS INVERSAS 

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR, VELOCID/ 
ACELERACION 

4.5 FUNCIONES HIPERBOLICAS Y SUS INVERSAS 

4 6 RAZON DE CAMBIO 

DIFERENCIALES 

breve historia de la familia bernoulli 
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, -*s en i4»¡» ^ te»w»'“, Se S radu ° Y fi* pnfi* I 

, «««til " flC polifacético- Se desenvolvió con exalna, I 

£ty£2»Zt «£* Lógk °' Mecánica ' Geolosia ' Jm " ,n A 

ZPZZ* , . „„ investigaciones sobre lo que seria el Cálculo DjftJ 

bl.U 4 *P «i"™"®' J„ considerados como creadores del C<**J 

“¡Zimina de'multiplicar. A temprana edad se graduó con la tesis ft A 
cZmatona. que trata sobre m método de razonamiento. En este trabajo esta . 

germen, las ideas iniciales de la Lógica Simbólica. I 

Durante algún tiempo del remado de Luis XIV fue embajador de su patria en Pal 
ip.ii conoció a científicos, como Huygens, quienes reforzaron su interés pj 
matemática L 

surgió una larga e infortunada querella entre Newton y sus seguidores,! I 
“ ‘ ' I t-ihnh y sus seguidores, en otro lado, sobre quien de los dos matemofc I 

rv' ( ~^ cu ^°- Se lanzaron acusaciones mutuas de pl a S ,ú i 
->• . jJj t U J, \ 0 | 2 ajaron la disputa dando mérito a cada uno. 

emi lograron sus resultados independientemente. 



fc «da djuíl EC f U . ENT0S importantes I 

■ \ ‘ 1,0 ' w ^ Ui notables La n" m * rica )’ en el mundo hispano sucedí 0 ",; 

%ZZ £• ™ a " tJ Z ana Sor ,nés de <° Cnr - ?£$ 

«ü, í?*» « Hombre mando del duque de York, lo** ‘ J 

'« oudaff^ Y °rk En 1.671 el pirata ¡uíK) 
trÍ?2 n 'uZT mo ** dZT amÍ ' En 1682 el cuáquero Wi«»' 

•ui .4 «u u , K nces Roben Cavalier de la *»* ®*J|5 

Posesión de la región y la nombra, & 1 ^ 


Co" 51 


icloí 


^ 13 ' 
c otn° 


Cas° s 


g(*’ 


f oí** qU < 

m¡va° s 4 

jinbi 0 ’ 

■ tun 


dir er 
En car 

y conn 

Mo to^ 
variaba re: 


reales- 


Pu< 


{unción- 


Suced 
despejar 1 
técnica 1 
implícita! 
Esta técn 


Para 
considci 
Luego, < 


iejem 

Solució 

Dcr 


dx 


(x 
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SECCION 4.1 


%cot%?A 

‘res del Cálcuk A 
otación que usó pJ 
niz). 1 

; con la tesis DeArtt i 
■'¡te trabajo están, a 

’e su patria en Parí 
i su interés por i 

’ sus seguidores, pv 
los dos matemática 
ttuas de plo &°' j 
> a cada uno. 00 

entemente. 


CrJ“ñ 


;Sí r^ClON IMPLICITA Y TEOREMA DE LA 
^ FUNCION INVERSA 

emos la ecuación xy - 1 = 0. En esta ecuación, fácilmente podemos 
Con s¡ der i 

la variable y: y = ” • Es* 3 nueva ecuación define a y como función de x. 

deSpCJ el ejemplo anterior suceden con frecuencia. Es decir, una ecuación de la 
Casos coro° J Q puede dar i ugar a una función y = f(x). Si esta situación ocurre 
forma ecua ción g(x, y) = 0 define implícitamente a y como función de x. 
diremos q QS que U na ecuación de la forma y = f(x) define explícitamente a 

c n cambio, u 

v comof unciondex- 

toda ecuación g(x, y) = 0 determina implícitamente una función (real de 

• hl real). Tal es el caso de la ecuación x 2 + y 2 +1=0, que no tiene soluciones 

3t les Puede suceder también que una misma ecuación dé lugar a más de una 

., Ac í ] a circunferencia x 2 + y 2 - 1 = 0 determina dos funciones 
cion. 1 _ _ 


función. 


1. fiW 


= yj 1 — x i 


2 . f 2 (x) 


= - V l-x : 


Sucede con frecuencia que en funciones definidas implícitamente es difícil 
despejar la variable dependiente. Por este motivo, sería conveniente contar con una 
técnica que nos permita encontrar la derivada de una función definida 
implícitamente, sin la necesidad de contar con la expresión explícita de la función. 
Esta técnica se llama diferenciación implícita y se resume en la siguiente regla. 

Para derivar implícitamente, derivar la ecuación término a término, 
considerando a la variable dependiente como función de la independiente. 
Luego, despejar la derivada. 


[E JEMPL O 1.1 Hallar 4^ si x 3 y-y / x-5. 
- dx 

Solución 

Derivamos término a término. 


,7„ _ 


( x3y )~( y7x )= j-( 5 ) : 
dx dx 


dx 


3 dy d , 3x 

x - £ - + y —( x ) 

dx dx 


7 dx d ,7 \ 

r —+x— -(y ) 
dx dx 


= 0 


=> X 3 ^- j. -i.-.! ..7 - 7„„,6 d l = n :=> x 3 ^ -7xy' 


d x + 3yx 2 - y 7 - 7xy 6 — - 0 ^ x ' d x 


ái _7xv 6 ^ - y 7 - 3 ^ 2 

dx 


=■ (* 3 -7xy«)^ = y 7 - 3yx 2 


dv _ V 7 -3y x . 

dx x 3 -7xy 

















EJEMPLO 3. 


Si 


x 

tan xy = 


, hallar D x y 


Solución y D v x-x D x y 

D x ( tan xy) = D x ( ~ ) => sec 2 xyD x (xy) 

sec 2 xy (xD x y + y) = x sec 2 xy D x y + y sec 2 xy = 

y 

=> ( —+ x sec 2 xy )ü x y =~ - y sec 2 xy 

y 2 

— (l + j^se^xy )D x y = — (1-y sec xy) 

y 2 y 

=> x(l + y 2 sec 2 xy)D x y = y (l - y^e^xy) 

=> D x y = 

x(l + y 2 sec 2 xy) 


EJEMPLO 4.) Si ln y + — = c, hallar D x y 
Solución 

Dx(ln Y + ~) = D x ( c ) => D x (ln y) + D x ( — ) = 0 => 

y y 

i D + y p x (x)-xD x y _ I i x 

y Y 2 ~ 0 => - D x y +-- D x y 

y y y y y 2 
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(ye xy ) = (2 + x 2 ) => 

y> e xy + y(e xy ( y + xy, ))= 2x 

) = 2x - y2 e 


y . e xy +y(e xy ) = 2x 


y '(e xy + xye xy 


y 'e xy + y 2 e xy 
_ v 2 e xy _ ..._"-y‘c 


y = 


+ xyy' e xy^ 
2x - v 2 e xy 


e xy (1 + xy) 


Hallamos la recta tangente: 

Reemplazando x = 0 en la ecuación de la curva 
ye (0)y = 2 +O 2 => y=2 

Luego, el punto de tangencia es (0, 2). 

La pendiente m de la tangente en (0, 2) es 
la derivada y' en (0, 2). Esto es, 

2(0) -2 2 e (0)2 ^4 = _ 4 

m= e< 0)2 ( 1 + 0(2)) 1 

En consecuencia, la recta tangente a la curva en el punto donde x = 0 es: 
y - 2= - 4 ( x - 0), ó bien, y + 4x = 2 

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA 

En este parte trataremos rápidamente las condiciones que garantizan la existencia 
y la diferenciabilidad de la función inversa. La demostración que presentamos es 
parcial. El lector interesado puede hallar la prueba total en el problema resuelto 7. 



TEOREMA 4.1 Teorema de la función Inversa. 

Si f es diferenciable en un intervalo abierto I en el cual f 
es continua y no se anula, entonces 

a. f, en todo I, tiene inversa f -1 . 

b. f 1 es diferenciable y para cada x en f(I), se cumple que: 



Este teorema, con la notación de Leibniz, nos dice qu e 

dx 


Demostración 


dy 


= 1 


^ ó bien, 
dx 


dy dx _ j 
dx dy 




















I 


'y 
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**»«»> 


'i. 


„„,mel6n q«c aquí prccirtamm presupone que I. mverra f 1 
1< JC U, Derivando implícitamente. deducimos la fórmula enunciada 

.^nci* b,e ' . a . 



nde X = o es: 


tizan la existencu 
que presentamos o 
•lema resuelto 7. 


KtO 


se 


I en el cual f 


cumple^ 1 


nos 
= 1 


dice q uc: 


JllCrf Ul jefinición de función inversa tenemos 
pie n. P° r dC 

y - f~ (x) <=> ny)-x 


pero 




la segunda igualdad respecto a x se obtiene 


f'(y)y 


' - 1 


1 

f'(y) 


( r' )’(x) 


r 


(f'oo) 


Sea la función flx) x 3 + 3x - 2 

a. Probar que f tiene invem en todo su dominio que es R. 

b. Hallar ( f' )'(2) 

c. Hallar la recta tangente al gráfico de f en el punto (1,2) 

d. Hallar la recta tangente al gráfico de f en el punto ( 2, 1) 

Solución 

a. Tenemos que f’(x) - 3x 2 + 3 y f'(x) * 0, para todo x en R Luego f tiene 
inversa en todo R. 

b. Se tiene que: f’(l) - 3( 1 ) 2 ♦ 3( 1 ) - 6 Además. 

ffl) - ( 1 ) 3 + 3( 1 ) - 2-2 y, por lo unto, ( f ’ X2)- 1 
Luego, 

(r ’ m> ’ ^* 

c. y-2 - f'(l)(x - 1) =* y - 2 - 6(x - 1) => y-6x-4 

d - y- 1 = ( f “* )’(2)(x - 2) => y - 1 ■ 7 (x - 2 ) => 6y - x = 4 

o 


ANGULO ENTRE CURVAS 

SeanC| y C2 dos curvas que se intersectan en un punto P > sea 1 > ^ ^ 

* ctas tangentes a estas curvas en el punto P. Llamaremos ángulos «me L , >■ ^ 

os ángulos suplementarios que forman T| y T 2 . Si m, y " , J s ® n Trigono metría, 
1 y ^2 respectivamente, entonces, de acuerdo a nuestro apen 
n ° de estos dos ángulos es el ángulo 0 que cumple. 




























til 
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,Sde ^ri v 


m2^5L 

tan 0 = i + mi lT1 2 
„ eli ng U lo«^ d0;enCa 

s ' X'o,^ esobaS °' 

une ,„ s curvas 


S flíO.eli" 8 " se cortan 

dW 9 ue laT rectas'^angenle® o'sea 

Sc ícente si las ^-ndiculares. o sea, 

:#**£££X e So-»^ lorec, °- 

llasCUn3S -- nue forman 





in» 


10 


^dei^^-niiUPUo--- o, ; 

„al.ar los ángulos que forman las siguientes circunferencias 1 

juntos de intersección. 2 

2 + v 2 + 2y -9 = 0, C 2 :x + y -4x-l= 0 


puntos de intersección. 2 2 

c : x 2 + y 2 + 2y-9 = °> C 2 : x + y -4x- 1 =, 

Solución . , ema fom ado por las ecuaciones de las circunferí 

se intersectan en ios puntos A = (1, 2) y B - (3, -2) 


a. En A = (L 2) 

Hallamos la derivada y'para ambas ecuactones: 

x 2 + y 2 + 2y - 9 = 0 =0 

2 x + 2yy' + 2y' =0 =0 y'-“. 

En A = ( 1 , 2 ), 

I _ x 1 _ 1 

V ~~y+I ~~ 2 +I 3 

Por otro lado, 


1 

• mi = — 


x* + y 2 - 4 x - 1 = 0 
2 x + 2 yy' - 4 = 0 


. 2-x 

y =- 


En A 


Atora, si 6, e s uno de los ángulos en A - í! « , 

fa 1U5 >en a-( 1, 2), entonces 

lan8,. ^Lül = _U2-H /3) 

, m "" 2 ^Ti7^ = I 

■-uego, el ángulo agudo es 0, . tt 

. y el ohhicrt O. 


y' = il2L = 1 -1 


2 


m-> = 


71 IT 

4 y e l obtuso, 0 2 = 71- = 

4 


3n 


0 






( 


y 

A hot a 

tai 

LO e ¡ 




Solucio 
Teñe 
xy = 
Por' 


Si 

intres 

famil 

famil 

punt( 


Lúe 


E 






















Cri * Ca * de i 



circunferí 
-2) ***«■» 



O** 
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f 


B*^' 2 l _L- = 3 =>m, = 3, y'=~ 

>’*'77í' ' 2 + 1 ~ 2 ¿ 

o ,c uno de los ángulos en B = (3,-2), entonces 
■ »'» - 3 

uoPi' j + rnjni2 l+(3)(l/2) 

el ángulo agudo es pi = ^ y el obtuso, p 2 = n - ^ — 


_ —^ nii= — 


LaeS 0 ' 


n pTI Probar que cada miembro de la familia (hipérbolas) 

fX y = k , k 96 0 

corta ortogonalmente a cada miembro de la familia (hipérbolas). 

2 2 ~ 
y -x = c, c * 0 


solución 
Tenemos que: 

*y«k =S> xy’+ y = 0 => y’ = - ^ 

por otro lado, 

=> 2y y - 2x = 0 = 




x 

y — 
y 


Si P - (x, y) es un punto donde se 
nwsecta un miembro de la primera 
•imilla con un miembro de la segunda 
timilia, entonces las pendientes en ese 
pinto son. 



m, 


— I 


x 

m 2 = — 

y 


mi m 2 - 


A 


'x N 


y 


-1 


(uc|o, las cunas se cortan ortogonalmente. 


ninni r-“- HFSt Ki r()S - 

- w2) a la M* ^ 
anuente en el punto (W* W) 


■fj U)BLENIA~n Hallar la recta 

■ Descartes x ) + y J -3axy 





















, implí cÍtalTiente: 

dy derivando dy 

Halle " 105 di 2 . 3 V 2 = 3 ay + 3ax dx 

- "»X + ^ dx 


/ 3a 3a) 

diente «el 2 ’ 2 


ii- = 


laroB «ente en el punto dada es: 
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s 


dy = ay - x 2 


dx 


y 2 -a x 


es: 


-3a _ 


= - 1 


3a" 


y + x - 3a - 0 



Problema í] Probar que la recta tangente en el punto (x 0 , y 0 ) a la elipse 
4+4=leslarecta + ™ = i 


Multiplicando la ecuación de la elipse por a 2 b 2 : 
b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 


Porser (Xo,y 0 ) un punto de la elipse: 

b2 (Xo) 2 + a 2 (y o) 2 = a 2 b 2 


O) 


( 2 ) 



Hallemos la pendiente de l a tangente Para 
b x ‘ + a 2 y 2 = a 2 ,2 

^ 2b x + 2a 2 yíy = o => b ^ x 

Luego , dx dx a 2 y 

S0Ja endiente en e , 

nel Punto ív x u 2 

yo) es m = b X ° 


tan 8ent e 


encl punto (x 0 ,y o) 


a 2 y 0 

es 


c»f 


ít“ 


10 


4. 


C 


.yo 


■<*&#** 


fin: 



Solución 

y = 0 : 

Luego, la < 
Derivando 
2x - x: 

(2y- 

La pendí' 

mi = - 

y-< 

La pend 
m 2 = 

Observ 

Paralelas 































^‘'icas 


de 

U °riv ; 


S 


- Ürx 2 

y 2 

y a* 
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c>í 


,1»" 


|x o_ ( x - x 0 ) => a¿ y° y + b x ° x ~ a (y 0 ) 2 + b 2 (x 0 ) 2 


a ¿ y 0 


2 , u 2 2,2 

a y 0 y + b x 0 x =a b 


(Por(2)) 


f,n3^ ente ' 


dividiendo entre a 2 b 2 : 

x o x , yoi = 



3 la elipse 
• 1 



x 

y 


F1 gráfico de la siguiente ecuación es una elipse rotada. 

ípróbSMAÍJ B 


2 L 2 . 
x -xy + y =4 

Hallar las rectas tangentes a esta curva en los puntos donde ésta 
corta al eje X. Mostrar que estas rectas son paralelas. 

Solución 

y = 0 => x 2 -x(0) + (0) 2 = 4 => x = ± 2 
Luego, la curva corta al eje X en los puntos (-2, 0) y (2, 0) 

Derivando implícitamente la ecuación, tenemos: 



La pendiente de la tangente en (2, 0) 

m, = °~ 2(2 1 = 2, y su ecuación es 

' 2 ( 0)-2 

y - 0 = 2(x - 2 ) => y = 2x-4 
Observar que las dos .angcn.es tienen la m.sma 
Paralelas. 


pendiente y. por “ ,0 - s °" 


















Capítulo 4. Otras Técnic 


:aSde ^nv 


IrafiBLEMA^ Probar que el segmento de cualquier recta tangen* 

X 2/3 + y 2/3 = a - 


a la 






comprendido entre los dos ejes coordenadas tiene longitud a 

Solución 

Sea P - (h, k) un punto cualquiera de la Astroide. 

Se tiene, entonces: 

h M + k 20 -* 2 ' 3 0) 

Paso 1. Hallamos la ecuación de la tangente en 
el punto P = (h, k). 

Hallemos la pendiente. 

Derivando implícitamente: 

2 X -I« + 2 y -./idy =0 
3 3 dx 

= - x ~ ,/3 v ,/3 = -¿^- 
dx y x 1/3 

En particular, la derivada en el punto P = ( h, k), nos da la pendiente: 

dy k 1/3 

m = — =-— 

dx x = h h l/3 

Luego, la ecuación de la recta tangente, teniendo en cuenta (1), es 
k ,/3 

-J7J (x - h) = 



y — k = 


y + ^-x= h“k l,3 + k 
h /3 


1,1/3 

y + — x = k 1/3 (h 2/3 + k 2/3 ) 
h 


v . k l/3 1/3 2/3 

y + x = k a 


( 2 ) 


h 1 

2 . Hallamos la intersección de la recta tangente con los ejes coordenados. 
Haciendo x - O en (2) se tiene: y = k ,/3 a 2/3 

Luego, la recta tangente corta al eje Y en el punto A = (O, k 1/3 a 2/3 ) 

Haciendo y = 0 en (2) se tiene: 

k ,,J 


h ,/3 


k «/3 .2/3 


h 1/3 


'■ Luego, la recta tangente 


T7r (k ,/3 a 2/3 )= h ,/3 a 2/3 

corta al eje X en el punto ü = (h l/3 a 2/3 , 0) 


c*' 


it* 




,3- 




b. Set 


Lue¡ 


c. L¡ 


So 
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, a longitud del segmento de extremos A y B. 

fr a llam° s 13 B 

pas° 3 . j de este segmento es la distancia d(A, B), de A a B. 

L alongl v, / v, 

&)Y = (o " k l/3 a 2/3 ) 2 + (h l/3 a 2/3 - 0 ) 2 

; 2/3 + h 2 / 3 a 4/3 = ^ k 2/3 + h 2/3 } = ^3 a 2/3 = g 2 

longitud de este segmento de extremos A y B es d(A, B) = a. 

^TcívfÁX] Dada ,a función f( x ) = 2x + cos x > cuyo dominio es R. 

^ a. Probar que tiene inversa 

b. Hallar ( f _l )'(1) 

c. Hallar la recta tangente al gráfico de f _1 en el punto (l, f _1 (1)). 

Solución 

a. Tenemos que 

f'( x ) = 2 - sen x => f'(x) >2-1 = 1 :=> f'(x) > 0, V x e R. 

Luego, por la parte a del teorema de la función inversa, f tiene inversa en todo R. 

b. Se tiene que 

í(0) = 2(0) + cos(0) = o +1 = i => r'(i)=o 

Luego, por la parte b. del teorema de la función inversa, 

(f“ ! )'(i)=_ \ _ = —1— =---= —= - 

f*(f —1 ( 1 )) f'(0) 2-sen(0) 2 + 0 2 

c. La recta tangente a la gráfica de f 1 en el punto (1, f '(l)) = 0>0) es 

y-0 = (f -, )'(l)(x- 1) => y = i(x- 1) => 2y-x + 1 = 0 


[PROBLEMA 6. Probar que la familia de parábolas 


se 


que 

y = ax 2 (1) 

cortan ortogonalmente con la familia de las elipses 
2 _ 


x 2 + 2y =c (2) 


y= ax 2 


y' = 2ax 






















•Up, 







C*' 




í® 


4- 


0 tr¡> 


f* 

il- f 



„fes d 

C® 1 ^ 0 n la 
L ,otf° 
poí u 


.-1 


entonces 

a . f, en todo I, tiene inversa f 

diferenciable y para cada x en f(I), se cumple * 

1 

(f- 1 )’(*) = 


b. f"' es 


f 


(r 1 w) 


Solución 

a Si f' es continua y no se anula en I, entonces 

f’(z) >0, Vz e 1 ó f'(z)<0,Vzel, s 

ya que f ’, de tomar valores positivos y negativos, por e '|.k,[¿ts 
intermedio, existiría un c en I tal que f '(c) = 0. Pero esto con ta 

^ m en d $ 

Por un resultado simple, que veremos más adelante (teorema ' 
caso, f es creciente en I. En segundo caso, f es decreciente en • ^ 

cualquiera de los casos, f es inyectiva y, por lo tanto, f tiene im er 

b. Sea y = f (x), x 0 un elemento cualquiera de ií 1) y sea 

Se tiene que: x = %), x „ = f( y ) 

Ahora, 


(r')K)- Lim f'W-f-'(x 0 ) 

X —> X „ 


(1) 


x-x, 


(í 


' l y< 




7. (y 

10 . 

13. 

16. 

19. 

22 




















•sTécn 



f es diferenciare 
ntinua y no se 


se cumple que: 


teorema del valor 
adice la hipótesis. 

5.7), en el prin* r 
. Sabemos que. en 
versa en I. 

r'(xo )• 


. renciable en I, f es continua en I. Por lo tanto, f es continua 
Com° fe * \ ‘ : nor ser, f'continua, se tiene que: 

~trñ la r 

-> Xo <=> y->y 0 

^(gresai*^ 0 a O), tenemos: 

Lim r‘íJ¡)-r'{x„) _ Lim y—y 0 

x - x. 


f’(y 0 ) f'(f (x 0 )) 
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dy 

En los problemas del 1 al 23, derivando implícitamente, hallar ^ . Las letras 
a, b, c y r denotan constantes. 


4. íxy 2 - x 2 )^ = x + 1 
7. (y 2 - 2xy) 2 = 4y - 3 


13. Vx +^Jy = b 

16. tan y = xy 


2. xy - x 2 = 5 
5. ~ + y 2 = 2x 

Y * 


3. y 2 = 4px 


6- x 3 + ~ = xy 


%.- J — - x 3 - 1 = 0 
x-y 


9. x 2 + y 2 = r 2 
11. x + 2^/xy + y = b 12. x 2 - 2axy + y 2 = 0 


14. Jy + ^/y = x 
17. cot (xy) = xy 


20. ye y = e x+1 


15. acos 2 (x + y) = b 

18. eos (x - y) = y sen x. 
21. 2 X + 2 y = 2 x+y 


23. lnx + e 


-y/x = , 


22. 2y l n y = x 

^ ea ft*) = 5 - x - x 3 . f 

a ‘ Probar que f Jiene inversa en R b. Hallar (f ) (3) 

Hallar la recta tangente al gráfico de fen el punto (1,3) 
d. Hallar la recta tangente al gráfico de f en el punto (3, 1) 



















Opll.lo *■ Otn» Tfcnic.. J. Ontv.^ 





, L b. Hallar (g 1 )'(2) 

a-W" 1 * ». i 

C 


3 9. 


pfO' 


,t)» f 


lUC 




rOb® 


Jr 


40 


pf 


: ob aí 


qü £ 


+ 1 b. Hallar (h 1 )'(0) 

uene inversa en R en cl punt o (0, 0) 

ta tangente al gra ‘ h c n el punto (0, Ü) 


26. SeaW*> = fi 2* + l' 

d . Hall» la '« rectó o /« curva en el p„„„ 

27 al 22, lian 11 

En los pr° blemaS ' 2 y 2 

indicado. 2g —— — -~ 1 i ( 5, -8/3) 

^.* 1 . 1 *-*(■*» 

x 2 + y 2 =1;r n los puntos donde x - 3. 

25 3 


28 * o 4 


30. y 


, 4 + 6xy = 4x 4 ; (-1,2)* 


31. 




los 


punto P - (Xoa y* 1 I |¿JE\ 


32 | * j 2n + ^ Z = 2; en los puntos donde x - a. 

33. Hallar la recta tangente a la Lemniscata de Bernoulli 

2(x 2 +y 2 ) 2 = 25(x 2 - y 2 ), 
en el punto (3,1). 

34. Probar que la tangente a la hipérbola 

a 2 b 2 

tiene la siguiente ecuación XX ° _ y y o = 1 

a 2 b 2 

* SlSte?,? Ia ,a "^ » h hipérbola xy - a 2 , limitado p> 

36 Probar P ° r PUnt ° me ^° e ' P unt0 de tangencia. 

coordenados de * ^ coorc * ena das de los puntos de intersección con los e] 
ingente cualquiera a la curva x 1/2 + y 1/2 = b 1/2 es ig^ a D 

En los problemas 37y je h „ 

37. x 2 +, Ur el ° n ^° de intersección de las curvas dadas- 

y ~ -i = o y 2 . 2 

^ +2 >-9-0 


, 1» c» c0 

en cl ' 


b 


En 


lo 


Cuand 

productos 

se utiliza 

siguiente: 

1. Tomz 

loga 
y m 

2. Deri 

3. Des] 


Soluc 

Paso? 

Past 


,2 


3 




















'-V. 


N 


■ v %) 

• 1 ) 


r> v 


0) 

la 

> 
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p r ob ar 


2 v 2 

1 «linse ^—+ — = 1 y la hipérbola x 2 - y 2 
qu e la elipse lg 8 F y 
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5 se cortan 


ortog° n: 


almente. 


la Cisoidc de Diocles, (2a xjy 2 x 
„ inferencia x 2 + / - 8ax se cortan, 

a En el origen, ortogonalmente. 

b E „los otros puntos, con un ángulo de 45', 


J0 . proba'4“ £ 

y 



SECCION 4,2 _ 

DERIVACION LOGARITMICA 

_ a función tiene un aspecto complicado y está conformada por 

ductos°cocientes potencias o radicales, el cálculo de su derivada se simplifica si 
SSTp“ced.mL.o llamado derivación logarítmica. Para esto, se srguen los 

siguientes pasos: 

1 ^ ~ 
y multiplicaciones, respectivamente. 

2. Derivar implícitamente. 

3. Despejar la derivada y simplificar. 

EJEMPLO l.| Mediante derivación logarítmica hallar la derivada de 

(x + l) 2 

y= - 7 =^= 

Vx 2 -2 

Solución 

Pasos 1: Aplicamos logaritmos y simplificamos. 

lny = 1 n -l iL±l)Í = 2 ln ( X + 0 - ^ ln ( x2_ 2 ) 

V x 2 -2 

Paso 2. Derivamos implícitamente , 

D x lny= 2D x ln(x + l) - — D x ln í x 




















-D x y = 2———D x (x + 1) Dx(x 2 - 2) => 

y x+1 ¿ x -2 


1 1 1 1 . 2 

— D x y = 2-(l)---r-( 2x ) = -- 

y x + 1 2 x 2 -2 x + 1 v 2 


x 

x “ -2 


Pao 3. Despejamos la derivada y simplificamos: 
2 


D x y= y 


D, y =^>L 




X 

= y 

- 4 

x - x — 4 

=> 

X - 4 ) 

x 2 -2 . 

x 2 - X 

L( 

X + 1 )( X 2 -2) 

(x + 1 )(x 2 - 

(x + 1 )( x 2 -2) 


3/2 


especificarlos. 



( t V 

EJEMPLO 2. 

Hallar la derivada de y = - 


u + t J 


Solución 

ln y = ln 


\t 


1 + t 


= t ln 


(+)- 


t ln t - t ln ( 1 + t) 


Esto es, 

ln y = t ln t - t ln ( 1 + t) 
Derivando respecto a t: 


y' 1 , 

— = t - + ln t - 

y t 


t— + ln (1 +1) 
1 + t 


= 1+ lnt - —-ln(l+t) => 

1 + t 


y' = yf 1 - — + ln- 1 


1+t 1+ t 


( t V 


U + t ) 


1 + ln- 1 


1 + t 1+t 


PROBLEMAS RESUELTOS 4.2 


PROBLEMA 1.1 Utilizando derivación logarítmica, hallar la derivada de 


(x 2 - 1 )(x 3 +2) 


i» y 


Ah° ra ' 


D* 


lo y 


1 


Dx 


y 

D x y 

Dx 


Soluc 
a. z 


b. y 

r 


Solución 
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'«v, 




c<r 


i* 1 


= X 


(1 + ln X) ln X + 


2 1 
ln x + ln x + — 


( 

r 2 a. 1 1 

>1 

x * 

= X 

( r 
x x 

y’ = y x x 

ln x + ln x + - 

> 


i. 


ln x + l n 2 x + X] i 

x U 


= X X X X 


¿ + ln x + ln 2 x 
x 



\. 


Vs‘ 


x'= y’,hallar p ,y 


Solución 

Aplicamos logaritmos y luego derivamos ,relictamente: 
x y= y* => lnx y = lny x => ylnx»xlny => 

) + lnx D x y = x D x (lny) + lny D x x = 


y D x (ln x 
y — +lnxD x y =x - D x y +lny 


XI V 

lnx-D x y = lny - — => 

y J x 


f y ln x - x ^ 


o x y = 


xlny - y 


D x y “ 


y (x ln y - y) 


x (y ln x - x) 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.2 


3 . Vi v ‘ 

5. D* s 

Demos 

Es si 
se obti 

Sólc 

(probl 

En 

contú 

1. Sí 

E 

I 


Utilizando la técnica de la derivación logarítmica hallar la derivada de I® 

siguientes funciones: 

3. y= x ,n \x>0 


1. y = x x 
4. y = (ln x ) ,nx 

7. y = 


2. y = x^, x> 0 


6. y = a x x a 


5. y = 2 3 

8.y= ( x 2 + l ) senx 9. y = (senx ) 


cosx 


10. y = 


i + i 

x j 


11. 12 . y =3 


r* 


+i 


i 


x(x 2 -j j 

(x+n 2 




4 . 








































ij 


X I ^ 
X + 


ln 2 


x * 1 


y — ln y - 2 
x 

’ny - y) 

ln x - x) 



x .a 

i x 


sen x 


i C0 S ' 



c.p«”'°* 


lo 4. 
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SECCION 4. 1 

DERIVAD ASDE LAsT^^T 
TRIGONOMETRICAS INVERSAS 

g^MÁÜ] S, u = u(x) es una función diferenciable de x, entonces 


1. D x sen *u - 


V 1 - u ; 


D x u 


2. D x eos *u =_!_ 


1 - u : 


D xU 


3 . D x tan l u -— 7 ^ 


1 + u 


5. D x sec *u - 


iV u 2 -: 


D x u 


4. D x cot 

1 + u‘ 

6. D x cosec~*u = - * 


u/ir' 


:D X U 


Demostración 

Es suficiente probar las fórmulas del teorema para el caso u = x. El caso general 
se obtiene usando la regla de la cadena. 6 

Solo probaremos ( 1 ), (4) y (5). Las otras fórmulas se obtienen en forma análoga 
(problema propuesto 18). 

En vista de que cada función trigonométrica es diferenciable y su derivada es 
continua, su correspondiente función inversa es diferenciable. 

1. Sea y = sen ^x. Luego, sen y = x y < y < ^ 

Derivando sen y = x respecto a x : 

D x sen y = D x x => eos y D x y = 1 => D x y = (¡) 

Per °' cos y = ± -\j 1 — sen “y y eos y > 0 en el intervalo - J < y < 2 ■ 

Lue S°* eos y = ij l - sen “y . 


^ceniplj¿ an( j 0 este va | or en (i): 


D 


*xy 


- 1 . 


1 


- sen 2 y V 1 - x 2 

t. . 1 

co * v I-uego, cot y = x y 0 < y < 7l - 
n 3tido cot y - \ respecto a x: 

,)xC0, y D x x => -coscc 2 y D x y -I =» 


Dvsen x - r , 
1 - x 
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portemos el teorema de la constante, Si fes co„(i„ ua en u „ 

, v , A w merval ° l entonces 

f(x)=0, Vxenl « f(x) , c , v¡teni 

De acuerdo a este teorema, para proba, que fes constante es suficiente probar 

f (x) = 0, Vx, tal que 0 á x S 4. 


que 


Bien, tenemos que. 

-\( x-2 

f'(x) =D x sen I ^ 


- 2 D x sen 1 


( r~\ 




v 2 , 


1 _D x 

*- 2 l 

2 

1 


7l-((x-2)/2) 2 

l 2 J 

4 

1 - (7^/2? 

[ 2 



- -2 


1 1 


■^4-(x-2) 2 ^ 2 ^ 1, 2 2V7 J 

1 1 1 1 


V 4x - x 2 •/x'-v/^ x V 4x-x 2 V 4x-x 2 


= 0 


PRORT.F.MAS PROPUESTOS 4.3 


En los problemas del 1 al 13 hallar la derivada de las funciones especificadas. 

\ 


i -1 x 

1. y = sen — 
l 9 


3. y = sen ^-\fx 


2. y = sec x/3 ) 


4. y = tan ! (x 2 + 1) 


5 . y = cot 


-1 


1 + x 
V 1 -x J 


6. y}= xa/T^?+ ^ sen 1 (x/2 ) 


7 - y = V i - x 2 + xcosec 1 (i/x) 8 -y sen 


9 - y = tan 1 




10. y = eos \ lnx) 


- 1 . 


y = tan ^x + cot 


12. y = tan ( eos x) 


12, y = 2 eos ^ 1 x ) + 


V4x - x 2 

£ " /os problemas 14 y 15 hallar la derivada y ■ 

























































l5 . xy= tan '(x/y) 
v . - t-m -1 í 3/x ) en el - 

•l/ X + y) * ..curvad' 13 V ' 

•»” ( a 13 " ente a la curva 


,l, x + y)' , ‘ „curva « x >"' 

larra»»'' 6 .'“ n8en,Ca ' aCUrVÍ ' 

^la<”' 1/2 )].«^ Un,0d0ndeX = °- 

2) (3 , y - 

probar q* laS 6 Vn 

I c-'x + sen X ' 

y ' l “^^ ónescons,an,c 
Pr° barqUe .fx-O ^ 


punto dond e 


f(x) = 2 tan 


i - sen 


-1 


ü^i] donde x >0 

U+L 



SECCION 4.4 

T^vXdasdeordíñ^superior, VELOCIDAD 
DEkIVAu y ACELERA cion 

Al derivar una función f obtenemos la función derivada f', cuyo dominio esü 
contenido en el dominio de f. A la derivada f' podemos volver a derivara 
obteniendo otra nueva función (f')\ cuyo dominio es el conjunto de todos los 

puntos x del dominio de f para los cuales i es denv able en x, o sea todos los 
puntos x del dominio de f' para los cuales existe el siguiente límite: 


(f')'(x) 


Lím f'(x + h)-f’(x) 
h -» 0 h 


La función (f')' se llama segunda derivada de f y se denota por f*- • 

f (a) existe, diremos que f es dos veces diferenciable en a y que f'(a) es - 
segunda derivada de f en a. 

las otras notaciones, la segunda derivada de y = fi(x) se escribe así: 


D x ( f (x)), Di (y)i 


En vista de 
erivad 


a de f. q 6 f es la se 8unda derivada de f a t' la llamaremos ^ 


dx 2 


d“f(x) 

dx 2 



den° ta 


Mu 
y así í 
seles 
La 
incor 
supei 


Esta 


So 


0 


de f, a 




























V 




V, ; ív >) 

rv a ’ Cf) «I 


Nio 


a 42 


>nd c x 


de 


x >0 


.4 


i»”""*/#* 

iable cn a y 


. flx) 


se 


esc 


ribc 
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rtMpL() T] Hallar la primera y la segunda derivadas de cada una de las 
<W [EJEili—-siguientes funciones: 

i 


:rior, velocidad 

CION 

i derivada f', cuyo dominio e* 
f' podemos volver a den - 
ulio es el conjunto de ■*. 

, dcrívablc en *; •»**“ 
siguiente límite. 


d 2r<*) 

a* >re #> |lfl 

i»"»"” 


a. f(x) = x 2 


b. y = x - 7x - 2x + 1. 


c.u = T . 


Solución 

a . f'(x) =2x * f ' (x)=2< 


b. — = 3x 2 - 14x - 2, r = 6x - 14 


dx 


dx ¿ 


du_ i ü.¿L,-i).-(-2)r 3 -4 
e-IÍ í ’ u . 1 Ut ' ‘ 3 


dt ¿ 


V 


1 roceso de derivación de una función f podemos continuarlo más allá de la 
egunda derivada. Así, si derivamos f * obtenemos la tercera derivada de f, que se 
denota por f Esto es, 

r = (i')' 

Nuevamente, si a f" la volvemos a derivar, obtenemos la cuarta derivada de f, 
así sucesivamente. A las derivadas de una función, a partir de la derivada segunda, 

se les llama derivadas de orden superior. 

La notación anterior, cuando el orden de derivación va mas alia de 4, es 
incómoda. Para mayor facilidad, el orden de la derivada se abrevia mediante un 
superíndice encerrado entre paréntesis, del modo siguiente: 

f (D = f * 5 f(2)= f' , f< 3) = f m , f (4) = f ,,M , etc. 

Estas derivadas, con las otras notaciones, se escriben así: 

f ' = í ) x(0 = f“ > f ' =í<2)=D x (f)= d? ’ 

,3 f ... d d 4 f 

/n *3 d f* rnil — f*(4) — D 4 (f)= 4 

r=f ( 3 ) =D 3 x( f ) = — , f -f ^4 

_ „3 


EJEMPLO 2.1 Hallar todas las derivadas de la función f(x) x 


Solución 


i» -3x 2 , f«)(x, = 6x, f“(x) = 6, f«”(x).0y f<«(x)-0,pa» n>4. 


EJEMPLO T. I Hallar las derivadas hasta de orden 4 de y x 




























d '-6x' 4 ) --6H)x' 5 - ^5 


VELOCIDAD 


Vimos que para precisar el concepto de velocidad instantánea tuvimos que recun* 
a un límite de la velocidad promedio, el cual nos condujo a la derivada. 
Formalicemos esta idea en la siguiente definición. 

DEFINICION^ Sea s = f(t) la función posición de un objeto que se mueve alo 
largo de una recta. La velocidad (instantánea) del objeto en el 
instante t está dada por 

v(t) = T = f (t) 

dt 

nndt.v' el ° CÍdaC * CS f° sit * va 0 ne 2 at ‘ va según el objeto se desplaza en el sentido 
positivo o negativo de la recta numérica. Si la velocidad es 0, el objeto está en reposo 

^ objeto se mueve sobre una recta de acuerdo a la ecuación 

, . s = 3t 3 - 8t + 7, 
on e s se mide en centímetros y t en segundos. 

la velocidad del objeto cuando t = 1 y cuando t = 5. 
b - Hallar l a velocidad 1 


Solución 
a - Tenemos 


promedio en el intervalo de tiempo [1,5]. 


que v(t) = ¿ 

dt ~ 6t ~8. Luego, 

V(I) = 6 U)-8=^ 2c 

^ c m/seg 


P r °medi 


110 en el ¡ 


^ v (5) - 6(5) - 8 = 22 cm/seg 


,merv alo [1, s] es j( 5) - s(l) _ 42-2 = , ootW 
5-1 4 

























'bo, 




s 


^vimos q Ue rp 

uj0 a *S 5 


que se mueve a 1 0 
*) ^el objeto en el 


alaza en el sentido 
>jeto está en reposo. 

la ecuación 


ndo t - 5- 
lempo [1. 



c*t 


it « 10 
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ACELERACION 


• ,„«do la función posición de un objeto en movimiento . . 

DCr ‘tnd Ahora, tomando la función velocidad podemos calcular 
vd° cl j. ' | a aceleración instantánea. Ca ' Cular la a «lcración 

pr0 med>oy^___ 

~0jfúC¡5EJ Sea s “ f(,) la ración posición de nn objeto que se mueve a lo 
largo de una recta. La aceleración (instantánea) en el instante t es 


dv 


d 2 s 


* (t) -no 


dt' 


|£jÉMPLO]57] Un objeto se mueve sobre una recta según la función posición 

s= t 3 - 3t + 1, 

donde s se mide en metros y t en segundos. 

a. ¿En qué instante la velocidad es 0? 

b. ¿En qué instante la aceleración es 0? 

c. Hallar la aceleración en el instante en que la velocidad es 0. 

d. ¿Cuándo el objeto se mueve hacia delante (a la derecha)? 

e. ¿Cuándo el objeto se mueve hacia atrás (a la izquierda)? 


v(t)= — = 3t 2 - 3 
W dt 


dt 


Solución 
Tenemos que: 

Luego, 

a. v(t) = 0<=> 3t 2 - 3 =0 <=> 3 (t + l)(t - 1 ) = 0 O t = - 1 ó t=l. 
a. a(t) = 0 <=> 6t = 0 <=> t = 0. Esto es, la aceleración es 0 sólo en el instante t - 0 
C- a(-l) = 6(-l) = - 6 m/seg 2 . a(l) = 6(1) = 6 m/seg . 
d. El movimiento es hacia adelante <=> v(t) > 0 

<=> 3t 2 - 3 >0<=> 3(t+ l)(t — 1) > 0 <=>ts (-co,-l)U(l,+°°) 

+ + + + + + 

-1-- 

1 


+ + + + + + 

- " ~-i-* 


-1 


e - El movimiento es hacia atrás <=> v(t) < 0 

^ 3t 2 — 3 <o <=> 3(t+ l)(t- 1) <0 ^ t6(_1 
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ah^ s 'S u iente dibujo muestra, esquemáticamente, el movimiento del 
vertimos que el objeto se mueve sobre la recta y no sobre la curva superior ° ^ 


c 




-+- 

-1 


MOVIMIENTO DE CAIDA LIBRE 

Un movimiento de caída libre es un movimiento de aceleración constante, donde la 
aceleración es la aceleración de la gravedad. El valor de esta aceleración a la orilla 
del mar es g = 9,8 m/seg 2 en el sistema métrico o g — 32 pies/seg en el sistema 
inglés. 

Supongamos que un cuerpo es lanzado verticalmente 
desde una altura h metros sobre el nivel del suelo con una 
velocidad inicial de v 0 m/seg 2 . Si el sentido positivo es 
hacia arriba y si despreciamos la fricción del aire, 
entonces después de t segundos el objeto se encuentra a 
una altura de s metros sobre el suelo, donde 

s =--~-gt 2 +v 0 t + h =-4,9t 2 + v 0 t + h 



7777 7/7' 

sucio 


En el caso de que s y la altura h se den en pies y la velocidad v 0 en pies/ seg , la 
fórmula correspondiente es 

s = -^-gt 2 + v 0 t + h = --j( 32 )t 2 + v 0 t + h = - 16t 2 + v 0 t + h 

d 2 s 

Observar que la aceleración es —— = - g 


dC 


EJEMPLO 6. Una pelota es lanzada hacia arriba desde la azotea de un edificio de 
58,8 m de altura y con una velocidad inicial de 19,6 m/seg. 

a. ¿Cuándo la pelota alcanza su máxima altura? 

b. ¿Cuál esta altura máxima (respecto al suelo)? 

c. ¿Cuándo la pelota llega al suelo? 

d. ¿Con que velocidad llega al suelo? 

Solución 

Tenemos que h = 58,8 m. y v 0 = 19,6 m/seg. Luego, 

s = -4,9t 2 + 19,6t + 58,8 y v(t) = -9,8t+ 19,6 




s l0t3 ! 


v(t) : 




iltu ^ 31 


taP e 1 


.4,9 


La P 


eloi 


d M 


vel°' 


PROBI 



















'X 


q eJ 

*VS, 


do 


ite. 


n a i, 

i el N 
' 81 S1S1 ^ 
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i 


>77" 
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l»P 


,e!ota 


v(0 


alcanza su máxima altura cuando: 

19 6 

),6 = 0 <r> t = -—— = 2. 


, 0 O- 9 ,st+ 19,6 o » t - 2. Esto es, después de 2 segundos. 


b.L a 


altura 


máxima es el valor de s cuando t = 2. Esto es, 


s = -4,9(2) 2 + 19,6(2) + 58,8 - 78,4 metros 
La pelota llega al suelo cuando s = 0. Luego, 

_4,9t 2 +l9,6t + 58,8 = 0 => t — 4t — 12 = 0 (dividiendo entre - 4,9) 

=> (t - 6)(t + 2) => t = 6 ó t = -2 
La pelota llega al suelo después de 6 segundos. Desechamos -2 por negativo 
d u ve iocidad con que llega al suelo es la velocidad en el instante 6 seg. Esto es, 
v(6) =-9,8(6) + 19,6 = -39,2 m/seg. 


PROBLEMAS RESUELTOS 4.4 


PROBLEMA 1.1 Hallar las tres primeras derivadas de la función 

1 

y 


ax + b 


Solución 


dy _ d 
dx dx 


1 ^ A( ax + b)“' =-(ax + b)~ 2 -2-(ax + b) 

dx V dx 


ax + b 


y 


= - ( ax + b) 2 (a ) = - 


2„ . , . x d ( 


d y d ( dy 
dx 2 dx dx 


dx 


(ax + bV 


a 


(ax + b)‘ 


= _í-f-a(ax + b) 2 ) 

dx v 


= (-2 )(-a ) ( ax + b 


3 ~ a 

) -3 — (ax + b ) = 2 a (ax + b) ( a ) ^ + ^ 

dx 























234 


Capitulo 4. Otras Téc 




d^y 

dx 3 


d 

dx 


( ,2 

d y 

dx 2 


d 

dx 


2a' 


(ax + b) : 


¿( 2a2 (ax + b)'3 j 


= - 3 ( 2 a 2 )(ax + b)" 4 ^(ax + b)- -3( 2a )(ax + b)- 4 (a) ^^} 

—---fo+ty 


PROBLEMA 2.~| Probar que la función y ( x 1 ) satisface la ecuació n 

( x 2 - 1 )y (4) + 2xy (3) - 6 y (2) = o 


Solución 

(2) (3) (4) 

En primer lugar calculamos y , y » y 

y 0> . ±( x 2 - 1 ) 2 = 2( x 2 - 1 )(2x) = 4x 3 - 4x 



dx 


y (2) = A(4x 3 -4x) = 12x 2 - 4 
dx 


( 1 ) 


( 2 ) y (3) = -i( 12x 2 -4) =24x y (3) y (4) =24 

dx 

Reemplazando (1), (2) y (3) en la ecuación dada: 

(x 2 — 1 )y (4) + 2xy (3) -6y (2) = (x 2 -l)( 24 )+ 2x(24x) -6(12x 2 -4) 

= 24 x 2 - 24 + 48x 2 - 12 \ + 24 = 0 


2 . 2 _ 2 


PROBLEMA 3. Si \ + y = r , Hallar: a. y' b. y" c. y 


Solución 

2 2 2 

a. Derivando implícitamente x + y = r : 


2x + 2yy' = 0 


y-i 

y 


b. Derivando implícitamente a 2x + 2y y' = 0: 

2 + 2(y') 2 + 2yy" = 0 => 

» _ 1 + (y’) 2 _ 1 + (~x/y) 2 x 2 + y 2 r 2 




























*b)"3 



ce l a 




ecua ciói, 



c> f 


¡tillo 
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rivando implícitamente a 2 + 2( y' ) 2 + 2y y" = 0; 
c. 

4) ,'y’ + 2 y'y' + 2yy =0 ^ 3 y’y' + yy* «o 


3y'y" 


yJl"y 3 


3x r 2 

,.5 


j^blÍMÁÍ] Hallar la derivada de orden n de la función 

-y _ SCn ax 

Solución 

Usaremos la identidad trigonométrica: sen ( 0 + ^-) = eos 0 
y í !) = ( sen ax )’ = ( eos ax )( ax)’ = a sen ( ax + ^-) 
y (2) = [a sen ( ax + ^)] ’ = [a eos (ax + ^)] [ax+ |] ’ 

= [acos(ax+^-)] [a] = a 2 eos ( ax+^) = a 2 sen (( ax+^) + ^) 
= a 2 sen ( ax + 2 ^ ) 

y< 3) = [a 2 sen(ax + 2| )] ’ = [a 2 cos(ax + 2| )][ax + 2 2 ] 

= a 2 cos (ax + 2 f )[a] - a 3 cos (ax + 2 § ) - a 3 sen (ax + 31 ). 

Observando las tres primeras derivadas conjeturamos que se cumple la .gualdad 


, E \ (!) 

y( n l = a n sen (ax + n 2 )• 

Probemos la validez de esta fórmula por inducción. Solo falta ven 
cumple para n + 1; ( 

y - [a«sen (« + n f )]' “ [*- + " 3 J ’ 

= a"cos(ax + nf)[a] -a-cos(ax-f) 

r , * , *1 » a""‘sen (ax + (" + "’z ^ 

= a n+1 sen [(ax + n^ ) 2 J 
Lue go, (1) se cumule para todo n natural. 
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[íróblImáS h—*»- 

y i-x 



" o -Ü -*)(■),yXX- .Ü 

Tfrir^ (1 x) 

D ; [i^ ] - d,[2^ ] ^^[u-xr 2 ] - 2(- 2X l-xrV, ) 


So 




A* ,! 

ay.* 

d* 


2 9 21 
= 2-T-^3 - 2 ' 


(1 - x) 3 “(1-x) 3 

, r . ♦ x 1 D r 2 -J-¡ ] =2D x [2(1- X)- 3 ] - 2(2X-3X1 - *)%!, 

d; Lirr J ■ D 'í - (i -x) J 


= 2 


(1 

2(3) _ 3! 


1-x 


(1-X) 4 

"(1-x) 4 

r,jm. 

x L 2 (1 -x) 4 

] = 2D, 

2(3 )(4) „ 

4! 

c ¿ 

(1-x) 5 

(1-x) 5 


(-D 


n n fl±* 1 _SÍ- 

D x L i _ x J 2 n -x^ n + 1 


(l-x) r 


( 1 ) 


Solí 

A 

d) 


Probemos esta fórmula por inducción. Sólo falta verificar que esta fórmula« 
cumple para n + 1: 

>c" IKí 1 *«.I"íBéS 11 *fcl*¡rfp»l 

* 2D, [ n>( 1 - xf"" ■* " ] - 2n![-(n + 1)]( 1 - xf 1 ” * 

■ -2(n+l)!(l-xf ln+J) =2-^-^! 


M-‘í-l 


(1-X)" 


Lúe 


ira todo n natural. 























'lo 


r V 




X 


(U 

' 2 Xl -)'V„ 




“ 3XU *) S HJ 


)(3)(—4)(1 -x)' 5 (-l) 


limpie la igualdad 


esta 


fórmula * 


l^x) 
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que:’ f,U> y U = 8<X) — orde , problr 


íll-dV auf * dyu’u 


dx' 


du 2 V dx 


du 


dx' 


ación 


SoIUC,U ” , dad de la regla de la cadena le volvemos aplicar la misma regla- 

A, Xíi => 


dy * =* 

£ dudx 


dx ' 


y 


dx ^ du dx 


f_d_dy Y 

du N 

v dx du A 

dx y 

d 2 yí du 

A 

du 2 l dx 

J 


+ 


dy f d du _ 
du V dx dx J 

.2„ 


d 2 y du 
du 2 dx 


du V dy d 2 u 
dx J du dx 2 


du dx 2 


A 7?! Si y = fíu) y u = g(x) tienen derivadas de tercer orden, probar 
que: 

d 3 y _ cAyf du V + 3 d^y d^u du + dy dA 


dx 3 du 3 l dx J du 2 dx 2 dx du d x 3 


Solución 


A la igualdad del problema anterior volvemos aplicar la regla de la cadena: 


d 3 y _ d 
3 dx 


dx 


( ,2 \ 
d y 

2 


dx 


2 


d 

dx 


t 


d ¿ y ( du Y dy d u 

- -f- 


du' 


d_ 

dx 


< -2,./ 


d_y 

du' 


du 

v dx j 


dx 


y 


dx. 

9 A 
dy d 2 u 

du dx 2 


du dx' 


á_ 

dx 


( ,2 ^ 

d y 

y du 2 


du'\ 2 + d 2 y d 



j 3 y du ^ 
du 3 dx 

= duV 
du 3 



dx 

2 


du 2 dx 
2 



2 ^ ( 
4" 

v. 


d_( dy 


\A 


dx v du 


d 2 u A 
dx 2 


d 2 y f 


du' 


9 A 

du d u 


dx dx' 


+ 


^ d 2 y du 


V j 2.. ^ dy d J u 


du 


2 dx 


d^u 

.2 


A 


dx 


dy d_u 
du dx 3 

3 i 

du dx 3 


d 2 y d^u du + dy d^u 

+ 3 du 2 dx 2 dx du dx 3 
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e „ *7 »/U **r <-segundo y,ercerorden. 
7 . y . x 5-4* 3 -2x + 2 8 .z-jx 8 -|x () - 5 X 2 ». f(x).(x-q. 

10. g(x)»(x 2 +D 3 * 2 ' htX) = T+x 

14 y = x 3 e 2x 

13 . y = xsenx ^ y 

£// /oí problemas del 15 al 20 hallar y . 

15. xy = 1 16. y 2 = 4ax 17. x 3 + y 3 = 1 

18. x 2 = y 3 19. /x + /y = 1 20. b 2 x 2 + a 2 / 2 = a 2 b 2 , a y b constantes 

21. Probar que la función y = x 4 + x 3 satisface la ecuación 2xy' - x 2 y" = -4x 4 

1 2 

22. Probar que la función y=-(x+2x + 2) satisface la ecuación 2yy" -2y'=r 

4 

23. Probar que la función y = —-+ b, donde a y b son constantes, satisface 

, 4 x 

la ecuación 


¿x 4 y- -xV + 2x 2 y' = 5a 


n+l 


p oblemos del 24 al 38 hallar la derivada de orden n de la función dadh 
ÍS.y-x»-> 

27. y = ax n 
30. y = i 

oí. y = 

1-x 

34 - y ~ sen 2 x 


26. y = x 

28 ’ y- W + a n .,x"-' +... + a[X + ao 29 y = (ax + b)> 


31. v = 


33. y = cos ax 
x 


32. y x _ a 


36. y = xe 


ax 


35. y= e 

= ln(l +x) 


38. y 



Fn, 37 -y = xlnx 

£n l°s problemas de¡ 39 al 42 

39 ‘ y ~ (2 - x 2 ) 4 ¡ x - j ' para l °s valores indicados. 

40. y = xV x 2 +3 ; 


itt* 1 ' 




4i-y : 


£/< 




*r0 s 


C- 6 

d. ¿' 
43. s 5 


I 


45. s : 

47. U' 
H 

48. Ui 
d 


49. S 
v 


50. 


51. 


S2. C 
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)ta n 'i 


3 y b constantes 
x 2 y" = ~4x 4 
2yy" — 2y' =x 2 

stantes, satisface 


función dada. 
n+1 


= e 


= ln(H 


3; ^ 


7T 


x=l 


42. X 2 + 2y2 = 6; x = 2, y = 1 


es 0? 


44. +~ 


jl.T" V x u -^4y ! 

, v n róblenlas 43 y 44 sédala función d e n osició <» , 

5 " ° v segundos. Contestar las siguientes preguntas; ’ ” ° S umdades e " 

cetros) 

.jnqué Ínstame^ la velocdad es 0? b ¿En qué instantes la aceIcrac|ón , 
Cuándo el objeto se mueve a la derecha? 

¿ 6 Cuándo el objeto se mueve a la izquierda 

3* 2 -24t + 8 

£7! los problemas 4 5 y 4 6 se dala función de posición, con las unidades en 
metros)’ segundos. Hallar la aceleración en los puntos donde la velocidad es nula. 

5 + t 2 r — i 

45. s=-TT7 46. s= V 2t + —= 

2 + t V2t 

47 . Un objeto se mueve en línea recta de acuerdo a la función s = t 3 - 3Í 2 - 24t + 8. 
Hallar su velocidad en los instantes donde la aceleración es nula. 

48. Una roca es lanzada hacia arriba desde la parte superior de una torre. La posición 
de la roca después de t segundos es s = — 16t 2 + 48t + 160 pies. 

a. ¿Cuál es la altura de la torre? b. ¿Cuál es la velocidad inicial de la roca? 
c. ¿Cuándo alcanza la altura máxima? d. ¿Cuándo alcanza el suelo? 
e. ¿A qué velocidad alcanza el suelo? 

49. Si un proyectil es disparado desde el suelo verticalmente hacia arriba con una 
velocidad inicial v 0 , la altura del proyectil, después de t segundos, está dada por 

s = - ^ gt 2 + v 0 t. 

_Vo 

a. Probar que el proyectil alcanza su máxima altura cuando t ^ . 

v o 

b. Probar que la altura máxima es s - — • 

2g 

50. ¿Con qué velocidad inicial v 0 debe dispararse un proyectil des 

verticalmente hacia arriba para que alcance una altura maxima e , 

Sugerencia: Ver el problema 49. 

5 >- Desde lo alto de un acantilado es lanzada una piedra ««“"ÍÍK 
en dirección al mar. con una velocidad inte,a. v 0 . S, el sen.,do pos, ^ ^ 

abajo, la posición de la roca velocidad de 58.8 nVseg. 

La roca llega al agua después de b 

Hallar la altura del acantilado. .. , inicial nula), 

S1 - Desde lo alio de un las rocas se separan con 
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SECCION 4.5 


-^^^RBOLICAS Y SUS ÍN^> 

• c hinerbólicas se definen en términos de las funciones v - * 

S ¡S«, á»-**- con d círcui ° .'] 

razón por la cual a estas funciones se las conoce con el nombre de funcione, c¡f 
Las funciones hiperbólicas están relacionadas con la hipérbola: 

x 2 -y 2 = 1, 

de donde derivan su nombre. 

Las funciones hiperbólicas, al igual que las trigonométricas, son seis: seno W 
(senh), coseno hiperbólico (cosh), tangente hiperbólica (tanh), cotangente hi2¡ 
(coth), secante hiperbólica (sech) y cosecante hiperbólica (cosech ). 



C»P' 


in » 1 


- - 


Una 

catenari 
altura. 
El ar< 

eleganti 
que es 
inoxic 
1.965. 
alto qt 
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pon 1 ' 


Dom. = 


y = cosech x 

R ~ { 0 }, Rang. = IR _ { o } 




las aplicaciones más conocidas de las funciones hiperbólicas es la 
U na £ de la catenaria (de catena, palabra latina que significa cadena). La 
descripción forma un cable flexible suspendido de dos puntos a la misma 

catenaria es ia cu i . 

|tuia La ecuación de esta curva es y = a cosh (x/a ). 

1 fi arco Gateway de San Luis, Missouri es una de las estructuras más notables y 
■ tes de los Estados Unidos. Da la falsa impresión que es un arco de parábola y 
' S es más a ito que ancho. En realidad es una catenaria al revés, hecha de acero 
inoxidable hueco, que tiene 630 pies de alto y 630 pies de ancho. Fue terminado en 
1.965. El arco es 75 pies más alto que el monumento a Washington y 175 pies mas 
alto que la Estatua de la Libertad. La ecuación de este arco es 

y = 693,86 - (68,767) cosh (3x/299) 




Arco Gateway 
San Luis, Missouri 
Una catenaria invertida 


La s funciones hiperbólicas se comportan de una manen 
tr ‘gonométricas. Las siguientes identidades nos muestran parte 



























ID 

Se cumpla 
_ _ senh x 


,entidades hiperbólicas 


4. 1 - tanh 2 x = scch 2 x 


r + cosh x senh y 


2 . cosh (-x) = cosh x 

x cnflll X 

j. senh (-*) 

3 . c osh 2 x - sc nl, ' x = 1 ^ 

5> i _ c oth 2 x = " cosech 2 x 

S cnh(x + y) = senhXC0Shy 

7 senh ( 2 x) = 2senhx cosh x 

8. cosh ( x + y ) = cosh x cosh y + senh x senh v 

cosh (2x) = cosh 2 X + senh 2 x 

i cosh 2x - 1 
10. senh x = ~ 

Demostración 

Estas 


2 cosh2x + i 
11. cosh x =- 


ación 

igualdades siguen inmediatamente de la definición de las funciones 
cas. Aquí sólo probaremos 3, 4 y 10. La igualdad 6 la probamos en el 
i resuelto 3. Las otras, las dejamos como ejercicios al lector. 


problema resuelto 
3.cosh 2 x - senh 2 x = 


e 2x + 2 e x e~ x + e 


-2x 


„2x 


4e x e~ x 4 _ ^ 


-2e x e~ x + e 


-2x 


4 4 

4. Si en 3 dividimos entre c„sh 2 x, obtenemos: 
cos h x ^ senh 2 x \ 

cosh 2 x cosh 2 x ~ ^ 1 “ tanh 2 x = sech 2 x 

c °sh x en 9: S Cos ^ x ~ 1 + senh 2 x. Reemplazando este valor de 

1 + 2 senh 2 x ^ senh 2 x = cosh2x ~ 1 

-- O 


La identidad 3 --- 

TL T 7_7 ia ™wSr ( cte Ulo f “ iones lrigo " on i ,ricas 2 co " t 

y ~ y unmÍTv. ' rcu l° trigonométrico) x + y = E 13 
un numero real t>0. 



El P unt ° 
2 + eos 

5^ l ° 

por otr ° 
acuerd°, a 
ningún an 
,rueba 

igual a 


pr 
es i 


es 


( Y —Y / 

e +e 

2 

íe x -e- x l 

2 [ 

l 2 J 


l 2 J 



TEOR 
1. D x s 

3.D X 
5. D x 
Déme 
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fo 




fs 
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■ unto P = (eos t« sen t) se encuentra sobre el círculo trigonométrico, ya que 
\ “ c0S - t = i. En este caso, t puede interpretarse como la medida, en radianes, 
¿¿ángulo POX. 

^ p 0 r otro lado, el punto P 0 — (cosh t, senh t) está sobre la hipérbola, ya que de 
r do a la identidad 3, cosh t -senh" t = 1. En este caso, t no representa 
¿•ji ánsulo. Sin embargo, existe una propiedad común para t en ambos casos: Se 
rneba que el área del sector circular determinado por t en el círculo trigonométrico 
^ j gua l a i área de la región sombreada en la figura de la hipérbola. Esta área común 

* =2. Este resultado lo probaremos en el próximo curso. 

o ** 2 * 


DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 
[TEOREMA 4.41 Si u = u(x) es una función diferenciable de x, entonces 

l.D x senh u = cosh u D x u 2. D x cosh u = senh u D x u 

3. D x tanh u = sech" u D x u 4. D x coth u = - cosech u D x u 

5. D x sech u = - sech u tanli u D x u 6. D x cosech u = - cosech u coth u D x u 

Demostración 

Probamos sólo 1 y 3. Las otras se prueban en forma análoga. 

e x -(-e^) 

1- D x senhx = D, 


x -x 
e - e 


D x e -D x e 


e x + e x 


3 n , , _ senh x 

u x tanh x = D x -= 

cosh x 


= cosh x. 

coshxD ..senhx - senhxD x cos hx 


cosh" x 


cosh 2 x -senlrx = — 1 = sech 2 x 

cosh“x 


cosh"x 
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ll PerbóIi cas Aon? ”** 

• A quf están las 

[I’ + °0 )->[(),+00) 
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coscch-':R_ í0) ^ R _ ¡0¡ 



El siguiente teorema nos presenta a las funciones hiperbólicas inversas en 
términos de la función logaritmo natural. 


T EOREMA 4. 5 

1. senh'x = ln ( x + Vx 2 +1 ) 2. cosh _1 x = In ( x + Vx 2 -1 ), x £ 1 


, -1 


5. sech x = ln 


, + Vl-x 2 


( 


6. cosech 'x = ln 


l 


Demostración 

Ver el problema resuelto 5. 


DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS 


TEOREMA 4. 61 Si u = u(x) es una función diferenciare de x, entonces 

-1 1 


E D x senh *u = 


1 


2. D x cosh u 


w 

3 - D x tanh _1 u = —— D v u 


-i _ 


1 


1-u' 


4. D x coth u - i u2 

=- 


D x u 


D t u 


5. D x sech -I u L=D x u 6. D x cosech u |u|Vl + u - 

u\l-«‘ 


D x u 




































Probaremos sólo 1, las otras se 

1. Lo haremos de 2 formas. 
Método 1 


D Y x= D x senhy 


Por otro lado, de la identidad cosh 2 y - senh y - 1 y de cosh y > 0 

obtenemos que: __ 

cosh y = V 1 +senh 2 y = V 1 + x 2 
Reemplazando este valor en (a) obtenemos lo deseado. 
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dejan como ejercicio para el lector. 


c: v = senh 'x, entonces x senhy. 

Denvamos implícitamente respecto a x esta ul.tma tgualdad: 


1 


1 = cosh y D x y => D x y r~ 

cosh y 


-1 1 

D v senh x-:— 

x cosh y 


(a) 


D x senh 1 x = 


V 1 + x' 


Método 2 

De acuerdo a la igualdad 1 del teorema 4.5: 


1 


D x senh 1 x=D x ln(x+\x 2 +l ) = — ,- 

x + a/^n 

r ^ 


D x ( x + a/x 2 +1 ) 


1 


X + Vx 2 +1 


1 + 


/ 


\ ¿ +1 


1 

a/ x 2 +1 + X 

1 

a/x 2 +1 

< a/x 2 +1 y 

Vx 2 +1 




\0 


E JEMPLO 2. Si y = sech (eosx), hallar D x y 

Solución 

^ x Y = D x sech 1 ( eos x) = - ■ 


eos 


x V l-cos 2 x 


D x eos x 


1 


eos x/sen 2 x 


=== (- sen x ) =-= sec x 


eos x 


c¡í 


b. 


b.S 
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, bar .assi g u'»“ 5Íden,ÍdadCS: 
jMí-iJ P '° son h x = c'' 


b.coshx - scnh x = e - x 


a- c0Sh X x cpnh x cosh y + cosh x senh y 

c . s eoh(* + y ) " 

v X _ e ' x 2e x _ x 
-x e z - --— e 


Solución - + 

i. x + senhx" 2 _ x 

a. coshx _ x x _ e 

e^+JL_ - - 

-senhx= " 2 ¿ 

-(x + y) 1 




b. cosh x 


x + y _ e 


C. S * 1 


.enh (x + V >' 


= i. [e x e y -e- x e- y ] 


= i [(cosh x + senh x) ( cosh y + senh y) 

2 _ ( cosh x - senh x) ( cosh y - senh y)] 

„ I [ 2senh \ cosh y + 2cosh x senh y ] 

= senh x cosh y + cosh x senh y 


[PROBLEMA 4.1 Probar las igualdades dadas en el teorema 4.5. 

1. senh *x =ln(x+ Vx 2 +1 ) 2. cosh x = ln ( x + Vx —1 )> x - ' 


3. tanh ’x = - ln ,|x| <1 
2 1-x ’ 1 1 

5. sech 'x = ln 


4. coth 1 x = — ln , | x | > 1 
2 x-1 


, _1 v 1 + ^ 1-x 2 


0 < x < 1 


6 • cosech 'x = ln 




1 , /l + x 2 


— + 
x 


, x* 0 


Solución 
Probamos 1,3 V 6 I 

as otras fres se resuelven de manera análoga. 

* Sea y = senh x . Luego v = eX ~ e~ x , • n 5 de y: 

’ ^ 1 - . Despejamos x en términos j 


p = 2y ~ „2x 

Resolv ^ este y 


C ¿A - 1 =2ye 
de segundo grado: 


e 2 *- 2y e 


X -1 


Co V a 


Ton 

Ca 

3. Se* 

D< 

y 


6. Se 
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senh 


senh 


e"x 


-1 ), X >1 


linos de y- 


- 2ye 
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= y± .í..2 


y + V y^+ 1 . 


2 y ± V4y 2 + 4 _ 2 y ± 2^/~^l7 

e X -" 2 2 " 

A J77\> V y 2 = y. tenemos y + J7T~7 — 

Como, V > vy +1 >0.y-Jy 2 +1 

coni0 e x > 0, escogemos la raíz positiva. Esto es, e x = v + .[^2 
Tomando logaritmo: x = ln ( y + ) 

Cambiando de variables: y = ln ( x + VUT1 ). 

senh x = (e x -e~ x )/2 _ e x - e ~ 

3 , Sea y' tan x coshx (e x + e _x )/2 

Despejamos x en términos de y. 


< 0. 


e x +e x 


X = e 2x - i 
e 2x + l 



c /x (l-y)=l+y => e 2x =ljiy. 

1-y 

Tomando logaritmo y luego, cambiando de variables: 


2x = ln 


i + y 


l-y 

6. Sea y = cosech x. Luego, 

1 1 


1 , 1 + y 1 . 1 + x 

x = — ln —- ==> y = - ln- 

2 l-y 2 1 — x 


2e’ 


y = 


senh x ( e x -e _x )/2 
Despejamos x en términos de y: 
2e x 


e x - e~ x 


e 2x - 1 


=> y ( e 2x -1 ) = 2e x => ye 2x -2e'-y-0 => 
1±- 


e 2x - 1 


:_ 2±V 


4 + 4y^ x 

— e = 


i + y 


2y 



Para esto, 


Como e x > 0, debemos escoger el valor positivo de ^ 
balizamos dos casos: y < 0, y > 0 

* y ^ 0, el cociente e s positivo si el n„«rador neg,nVo. V es» 

y _- 

Ce de cuando tomamos como numerador a 1 V 
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B» 
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«s d 0 






X _ 

e - 


- -fl + y* = i 


+ y _ i 


fi+y 

-y 


- - 


i ± v» + y 2 • i 

Si y > 0, el cociente- es positivo si el numerador es positi Vo 


|y| 


sucede cuando tomamos como numerador a 1 + y¡ 1 + y 2 . Luego, 

/ 7 +y 




X 

e = 


i + Ji + y* = l + V^ + y 2 = J_ 


y y y y 

En cualquiera de los dos casos hemos conseguido que: 


x_ 1 

e = — + 




i + y' 


y I y I 

Tomando logaritmo y cambiando de variables, obtenemos que 


y = ln 


1 

— + 
x 




PROBLEMAS PROPUESTOS 4.5 


En los problemas del 1 al 10, hallar la derivada y' = D x y déla función dada. 


1. y = tan '(cosh x ) 


3. y = x tanh x , x > 0 


5. y = e ax cosh bx 


7. y = (cosech ‘x) 2 
9. y = tanh -1 (secx) 


2. y = e scnh2x 

4.y=-tanh— + -tanh 3 ^- 
J 2 2 6 2 


6. y 


= 4 


1 + tanh x 
1 - tanh x 
v 2 

-1 


8. y = senh 2 
J a 

10. y = tan _1 x + tanh 'x 


11. Probar las siguientes identidades dadas en el teorema 4.3: 
a. senh (-x) = - senh x b. cosh (-x) = cosh x c. 1 - coth 2 x = - c0sech * 

d. cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 


C y° 

„ CO& 
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- laS identidades: 


p f 0 ba r 13 ) = senil x e° sh y - cosh x senh y 

senh ( * ' . _ cos h x cosh y - senh x senh y 

■ensilé' 3 " x + y x _ y 

wsl,* +COSby * 2 C o S h —cosh— 
c ’ , x + y X - y 

í . sffl h^«” hy ' 2senh ~ cosh ~ 

, x+y , x-y 

^-coshy-^nh^-senh — 

. = 3 senh x + 4 senh x 

f senh jx 


13. 


p 0 bar las igualdades 2 , 3, 4, 5 y 6 del teorema 4.5. 
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que 


5 


y de la función dada. 


1 , ,3 x 

— tanh — 


1 


th 2 x = - cosech x 


SECCION 4.6 
RAZON DE CAMBIO 


Razón de cambio es otro nombre que se le da a la derivada cuando ésta es vista 
como el límite de un cociente (razón) incremental. Por definición, si x„ es un punto 

• 1 m t# ~~~ Ti v 1 


comv v» *- 

del dominio de la función y = f(x), entonces 

f'(x 0 ) = 


Lím ¿Y 


Ax 


— , donde Ay = f(Xo + Ax) - fita) y Ax = x - x 0 
0 Ax 


El incremento Ay = f(Xo + Ax) - f(x 0 ) mide el cambio experimentado por y = f(x) 
cuando cambia de Xo a x<, + Ax. El cociente 

Ay = f(x 0 + Ax) - f(x 0 ) 

Ax Ax 

es la razón de cambio promedio de y respecto a x, cuando x cambia de x<, a Xo + Ax. 
El límite de este cambio promedio cuando Ax —> 0 es la razón de cambio instantáneo 
de y respecto a x en Xq. Pero éste no es otra cosa que la derivada f (x 0 ). En 
resumen: 

Si y = f(x), la razón de cambio (instantánea) de y respecto a x en x 0 es f (x 0 ) • 

Esta nueva interpretación de la derivada como una razón de ca ™ bio .^jj 3 v 
Panorama de sus aplicaciones. El mundo en que vivimos es un mun o cjón 
cambiante. La población aumenta, los recursos naturales disminuye , ^ ser 

a J a o sube, la producción baja o sube, etc. De estos fenómenos, ,j en te razón 
ntificados mediante una función, es importante conocer su co ^ a de una 
cambio. Así, a un ingeniero le interesa saber la razón con qu de una 

p 0 L. eSa .’, a Un demógrafo o biólogo le interesa saber a tasa de cambio. 

Población — r n nnremos ya dos razón 





















incidad es la razón de cambio de u . 
es 10 razón de cambio de la v ' loc,dad ^ 


. ffl00 . , *n de un cubo de x era. de arista. Esto 

-g sea V el v ° l ^ ón de cambio promedio de V cuando x 

i:¿.a^»‘>« afflbÍ0deVCUand0X ' 5 - 

x ..5,4x-5..- 5 = 0 ' 1LU ' gO ’ 

a. Tenemos que o + _ v(5 ) _ (5,1) 3 -5 5 

4 V + <Ü 


Ax Ax 

b. Nos pito V-(5).Bien, 



Capillo 4. Otras TC-cnica: 



ül 


es VsJ 


c amb, 






el costo marginal es --- 

EJEMPLO í] Una empresa estima que el costo de producir x artículos 

C(x) = 0,5x 2 + 6x + 2.000 

a. Hallar la función costo marginal. 

b. Hallar el costo marginal al nivel de producción de 100 artículos. 

Solución 


a. C'(x) =x + 6 


b. C'(100) = 100 + 6 = 


106 


razones de cambio relacionadas 

del tiemjfo: x = f (0 e "v =° S f \° S varia ^ es > digamos x e y, que ambas son funcione 
ecuación F(x, y) = o Deri H ^ ^ eStas var ‘ a ^^ es estén relacionadas mediante ir 
, . 1Van o implícitamente esta ecuación respecto al tiempo.- 

"" eC “ adÓ " las razones de cambi0 dx y dy port# 

m °tivo diremos que y dy dt 

situación dt ^ dt SOn raz °nes de cambio relacionadas. En 

■ M se conoce una de ella, ^ 

Posible encontrar la otra. 



''«wwimai id oirá. 

ESTRATEGIA p 

Razones decÍÍ n 0LVER pr oblemas de 

* su ^ iere los siguien, AM »lO RELACIONADAS 

relaci onadas. Estos pas P o a s SO p S ue e ” la solución de un problema de razone* 

en tener variaciones ocasionales. 


di 


1 - 


2 - 


3. 


pa * 0 
pas° 

paso 
paso 
paso 5. 

rSI? 


Soluci 
Paso 1 
Paso í 


Paso 

Paso 

Paso 
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¿ón de cambio Ag¬ 
osto. '■ 
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'i de 100 artículos. 
0 + 6= 106 


has son funciones 
idas mediante una 
ecto al tiempo, se 

y . Por este 
7 dt 

onadas. En c>u 


ftf° ’ v ariabl es 
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y las 


. Identifica' la información que se pide. Además. escribir los dalos que se 

*■ proporciona"- q 

j Escribir las ecuaciones que relacionan a las variables y las constantes. 

' D£[ive (implícitamente) la ecuación hallada en el paso 3. 

" , Sustituyase- en la ecuación que resulta al derivar, todos los datos pertinentes 
5 ' a | momento particular para el que se pide la respuesta. 


Una bailarina de ballet de 1,60 m. de estatura se encuentra 
ensayando en una habitación que está alumbrada por un foco 
colocado en el centro a 4 m. de altura. Si en determinado instante 
la bailarina se aleja del centro a razón de 45 m/min. ¿A razón de 
cuántos metros por minuto crece su sombra en ese instante? 

Solución 

Paso 1. Construcción de una figura. 

Paso 2. Identificar la información que se pide. 

Sea to el instante en el que la bailarina 
se aleja a 45 m/min. o sea cuando 
dx 

t = to 

d s 

Se pide hallar ^ 
longitud de la sombra. 

Paso 3. Por semejanza de triángulos se tiene que 
s 1.6 2 


= 45 m/min. 


, donde s es la 


t = to 



1,6 _ 2 

s + x = s= J x 


d s 


2 dx 

3 dt 


Paso 4. Derivamos la ecuación (1): ^ 

P*so 5. En la ecuación anterior, tomando t = t 0 se tiene: 

!§ _ 2 dx 1* = |(45 m/min.) = 30m/min. 

dt t = to 3 dt t = to dt t — to 3 

Esto es, en el instante to la sombra crece a razón de 30 m/min. 


DE 


de 


. E» la práctica, los 5 pasos enunciados anteriormente, no se especian. 
^-alando sobreentendidos. 
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una escalera de 5 m de longitud está„ an 
—i r c extremos de un bre un piso horizontal. Si a i /X 

se aleje de la pared a 1'>I,| 


i «ra 


■ red i Ve ra oue ésta se aleje de la pared a* rá 2 ? Pu -n a 
por la basa ** !° S rapidez baja el extremo superior de la 

fiando tambase eslá a 3 m de 'a pared. 

S "'“ cií " • de la pared al extremo inferior 

S eaxlad¡s.anc.ad= „ extremo 

S e a h la atora desde el su 

superior de ,a escalera- 

, ... i a rapidez con que baja el 

N “ P de la escalera cuando la base 

extremo super i ^ ^ términos , nos 

piden la razón de cambio de h respeclo al tiempo 
cuando x = 3. Es decir, nos piden: 


dh 

dt 


x = 3 



3 


Como dato nos dan la razón con que la base de la escalera se aleja de la pared. Es 
decir nos dan 

— = 20/seg 
dt 5 

Aplicando el teorema de Pitágoras tenemos: 


h 2 + X 2 = 5 2 


0 ) 


a *■ En la ecuación resul “ 


Ola ^ 

+ 2x 

dt dt 


momento en que x = 3. 
— = o ^ - x dx 


Pero, * , 


h dt 


dt 0 m/se 8- Además, cuando x = 3, de ( 1 ) 


se tiene que 


Ree mplazand 0 


5 -X 2 = l/FCp - = 7l6 = 4 

est °s valores en (2 ): 

*j 3 

* x = 3 "4(20m/s eg ),_ 15m/seg 
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vión vuela horizontalmente a una altura constante de 4 Km. y 
Un a velocidad constante de 300 Km/hora. La trayectoria pasa por 
3 110 estación de radar desde donde el operador observa al avión. 
u* 1 Mar la velocidad con que cambia el ángulo de inclinación 0 de la 
a de observación en el instante en que la distancia horizontal 
linC avión a la estación de radar es de 3 Km. 



io dx = _300 Km/h, donde el signo negativo significa que la 
Nos dicen que dt 

distancia x es decreciente. 

Ahora, cuando x - 3. 


de 

dt 


-4 


x = 3 16 + 3" 


(-300) = 48 rad/h 


PROBLEMAS RESUELTOS 4.6 


PROBLEMA l7| Un barco navega con dirección norte a razón de 12 Km./h. Otro 
barco navega con dirección Este a 16 Km./h. P™ 1 ^ 0 , 

por la intersección de las trayectorias a las 3 30P. M. Y 
segundo a las 4 P. M. ¿Cómo está cambiando la distancia 

los barcos, , . , D m 9 

a. A las 3:30 P. M.? b.AlasSP.M.. 

iucion 

Comenzamos a computar el tiempo desde el instante en En g Ste instante 
pasa P° r la intersección de las trayectorias. Esto es, t - a as ^ Después 

el pr ‘ mer barco se encuentra a 12(l/2) = 6 Km. al norte de la i ^ ^ ¡ nterse cción, 
e trar >scurrir t horas el primer barco se encuentra a 6 + - 
y Asegundo a 16t Km. 
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. v es el volumen del agua en la piscina, nos dicen que éste 
si v . , ^3/min Esto es, nos dicen aue 


si He 4 m J /min. Esto es, nos dicen que 
A d tarazón de 


está 


{íC ' e dV. = 4 m 3 /min. 

dt 

„ orS e»«j» zadC,riángUlOS: 

eiC °'\ !> => x = 4h (I) 

' 4 



16 


por otto 


lado, el volumen del agua de la piscina es: 
iÉl( 12 ) = 6xh 


aplazando (1) en esta igualdad: V = 24h 2 ^ 

Derivando esta ecuación respecto a t: — = 48h Tf 


ordando que — = 4 m 3 /min. y particularizándola para h = 1, se tiene: 

dh dh 1_ 

4 = 48(077 ^ dt L 12 

h = 1 h = 1 

El nivel del agua, cuando éste está a 1 m. de altura, crece a razón de 1/12 m/min. 


HÓEÉMÁ31 Un ciclista está corriendo en una pista circular a razón de 360 
PROBLEMA un L _ alnm hni un foco el cual provecta la 


Solución 


un ciclista CMfl ---- , 

m/min. En el centro de la pista alumbra un foco el cual proyecta la 

sombra del ciclista sobre una pared que es tan * en “ ®?' s 
un punto P. ¿Con qué velocidad se mueve la sombra en el 
en que el ciclista ha recorrido 1/12 de la pista desde . 


Sean: 

r = el radio de la pista p 

s = la longitud del recorrido del ciclista a partir e pun o 
S = la longitud del recorrido de la sombra sobre la pare 

Nos piden ^ cuando s = ^ de la pista desde P, 

y nos dicen que dS 
Se tiene que: 


dt 


12 

= 360 m/min. 


0 = - 


r radianes, S = r tan 0 ^ 
Privando la última ecuación respecto a t. 


S = r tan (-) 
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s^\ ds 


icas 


de &efl, 





l ds 


( 1 ) 


Pero, cuando » l2 


,i.delaP^ desdePSetieneqUe: 


1 


( 2 Jtr) 


i s JL 

= — 7 tr r 6 

6 


Luego 


s= 12 

, J. de la ^ se tiene: 

), cuando s , 2 

dS _ sec !(I)(360) * (2/^3 f ( 360 m/tttin ) = 480m/min 

abrevadero tiene 10 pies de largo y tiene porextremosí ] 
trapecios de 4 pies de altura y bases de 4 ptes y 8 pies. Se ^ 
ama al abrevadero a razón de 24 pies /mm. ¿Con quina-i 
crece el nivel del agua cuando el agua tiene 2 p i 0 ,¡ 

profundidad? 

Solución 

h = altura del agua en el instante t (t en minutos) 
b = el ancho de la superficie del agua al nivel h. 

V = el volumen del agua cuando ésta tiene 
nivel h. 


dh 

Nos piden 


h=2 

dV 


dV 3 

Nos dicen que = 24 pies /min. 

Hallemos V. Sabemos que V = 10A, donde A es el área de 
Como esta cara es un trapecio, se tiene 

A= ^(b + 4)h (i) 

dpffrpn? 05 f Part f , el tra P ec ‘° Que conforma la cara 

una mpi’n 3 CU - a ?-^ emos a S ran dado para obtener 

remarcados « Vlsua lzación - Los dos triángulos 
remarcados son semejantes. Luego, 




,íf» w 



una cara l 


k h 


— => w = 


_ h 
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).(,Í 3 b-h *< 

T 2 

> «*e valor b en (I) tenemos A * -(h + 4 + 4)h - I(h*g)h 
, el volumen del agua es 



. lo(I(h^l)h) - 5h 2 ♦ 40h 


• t 


dV 


O 

4! 


dV .... . . AX dh dh 

dt (l0h 0) di ^ dt " lOh ♦ 40 dt 
, cuando h • 2 

I dV 


H 


10(2)♦ 40 dt 


-2 60 


h-2 


(24 pies ’ /min) 0,4 pies’ min 


rnOBl I MA 5.] l’n tanque tiene la forma de un cono invertido de 8 m de radio y 
24 m de altura. Se vierte agua al tanque a razón de 40 m' hora. y 
a la ve/ se saca agua para regar. El nivel del agua está subiendo a 
razón de 4 m hora cuando éste tiene 3 m de altura ¿Con qué 
rapidez sale el agua en ese instante? 


t * «I (acopo medido en horas 

* el raJn) en metros de la superficie del agua en el instante t 
1 * h ato n del nivel del agua 
' * el volumen del agua en el instante t 
* * b *4 4 c cguM que ha salido 


dS 

dt 


b-J 


y 

dt 


• 4 


b»S 
















































,CJs do £) e 


r lv , 


ac '^ 


salida 


:IVI 

dl |h=3 0) 



i 3 /hora 



lio, el cual está 
:ndo una pluma 
hora. ¿Con qué 
ne 1,25 m. de 
férico de altura 
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de agua, tomando en cuenta que r = 5 m, es 
** v-5t.h 2 --Uh 3 


peo 


vamos 


esta función respecto al tiempo t (t en horas ) 


aM , dh . 2 dh 

iX -íotth-jj ~ nh dt 

d t 


=> ^ 
dt 


1 


dV 


rth(lO-h) dt 



última igualdad, particularizando para h = 1,25, tenemos: 

1 —— (-3,5 ) »- 0,1019 m/h. 


h = 1,25 «(1,25X10-1,25) 


Un bombillo alumbra desde el extremo superior de un poste de 

-- 48 pies de altura. Desde un punto situado a 64 pies de altura se 

suelta una pelota de acero, cuya trayectoria está a 15 pies de 
distancia del bombillo. Hallar la velocidad con que se mueve la 
sombra de la pelota en el instante en que ésta golpea el piso. La 

posición de la pelota, después de t segundos, es s = 16t . 

Solución 

Sea T el punto donde la pelota golpea el piso. Sea x la distancia desde el punto T 
a la sombra S. 

La pelota golpea el suelo cuando 

s = 64 => 16t 2 = 64 =>t 2 = 4 => t= 2 


0 sea, la pelota golpea el suelo 2 seg. 
después de soltarla. 

dx 

Nos piden hallar: ^ t 


Luego, 


t = 2 


75 => *“ 15 b 


Pero, h = 64 - s y b =.s - 16. 

En consecuencia, 

64 - s 
X- 15 s - 16 

rw,„„„H„ «,a ecuación respecto al tiempo. 
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de D?rn 




rKibríü- 


( S -i6r 


= - 15 ——_¿s 

(s- 16) 2dt 

48 


e 48__( 32t ) =_15- ? -r-r-(32t ) =_90t 

" C 6 » 2 *' 2 - 1 » ^ 


Ahora, para t - 2 se tiene 


dx 

di 


_ - ^í 2 ) — = _ 20 pies/seg. 
t = 2 (2 2 -!) 2 


PROBLEMA 8.] Un cable de 14 metros de longitud que pasa por una polea P v 
enlaza dos carritos. El punto O está en el suelo, directamente 
debajo de la polea y a 3 metros de ésta. El carrito A es halado 
alejándolo del punto O a una velocidad de 40 m/min. ¿Con que 
velocidad se acerca el carrito B al punto O en el instante en que 
el carrito A está a 4 metros de O. 


Solución 



Sean x y 2 las distocias de los caímos A y B al punto O, respectivamente 
No. dicen que ^- = 40 m/min y nos piden £ 


Las longitudes de las hipotenu 


‘sas son y V”x 2 + 3 2 


Luego, 


Derivando respecto a t: 
2z dz 

2 -/z 2 +9 dt 




( 1 ) 


2 4_dx 
x 2 + 9 dt 

Sl x = 4 .de(l) obtenemos: 


= 0 => 


dz 

di 



( 2 ) 






4. 


Los carritos A y B, el punto o i X 

cuyas hipotenusas están cnhi P rt y . P ° ea P Porman dos triángulos rectángulos 

lenas P or d cable. 


2+9 J 

i 

dz 

di 

El 

punto O e 


i7El co 
_ C(t) 


2. Se 
P(t) 


v 3. Se 
ra 
P 

4. U 


5.L 




































_¿s 

) 2 dt 


O-—~EPt 



una polea p y 
dire ctament e 
lto A es halado 
min - ¿Con que 
instante en que 


ámente. 

>s rectángulos 

ego, 


( 2 ) 
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|tK“ 


V z 2 +9 + 5 = 14 


4 2 +9 - l 4 

= 4 e z =5\T2 en (2) 
48 





z +9 =9 


:= 6/2 


(40m/min) = —= =-24/2 *-33,94 rn/min 
V 2 


tivo de la velocidad anterior significa que distancia del carrito B al 

E ' S n es decreciente. 

punto 0 es_ 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.6 


F] consumo anual de gasolina de cierto país es C(t) = 32,8 + 0,3t + 0,15t donde 
Cít) es dado en millones de litros y t es dado en años computados al iniciarse el 
año 2 004. Hallar la tasa de consumo anual al iniciarse el año 2.010. 

2 Se ha determinado que dentro de t años la población de una comunidad será de 
20 

p(t) = 12 - ^"+"3 rniles de habitantes. Hallar: 
a La tasa de crecimiento después de 7 años. 

P'(t) . 

b. La tasa porcentual después de 7 años ( tasa porcentual - 100 ). 

3. Se atroja una piedra a un estanque y produce olas circulares ^ «dtos cre^ 
tazón de 0,5 m/seg. Hallar la razón con que aumenta el area del circulo 

por una ola cuando el radio de ésta es de 3 m. 

4, Un tanque de agua tiene la forma de un cono invertido de 15 m. d y 

de radio. Si se le está llenando de agua a razón de 6 jx m P°i 6 
rapidez crece el nivel del agua cuando éste tenga 6 m. e pro 

5 - Los extremos de una escalera de 20 m. están apoyados sobre un la pare d a una 

un piso horizontal. Si el extremo inferior de a esca superior cuando la 

velocidad de 6 m/min. ¿A qué velocidad se mueve el extremo sup 

parte inferior está a 12 m. de la pared? 

. . am /h Otro barco navega con 

6 . Un barco navega con dirección Norte a razón . barc0 cruzó la ruta de 

fcctóu Est= E a 8 Km./h. A las > ¿ 2 las S .%» «-* cambiando la 
primero en un punto en el cual este p^ 

distancia de los barcos a las 10 A. M. ■ hnmbillo. Un policía 

, j n l m alumbra un bomomu. 

• Desde la parte superior de un poste ® ’ ^ es ¿ e e i poste, a una ve 0C1 

de 1.80 m. de altura se aleja camina_ bra ? 

H^min. ¿Con qué velocidad crece s 
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n el muelle haianoo.u tun 
taciona ^ bot " e , 6 pies encima de la 
polea eS ‘f Ia p0 lea enrolla la cuerda a 
Sí-íiai velocidad de, 

'“"'ando d*dan 20 P¡« de cuerda. 



2 

mueve sobre la parábola y = x + 6 x. Hallar | a Dn . 

9 . Un ^ P Ta ÍC cuando la razón de cambio de la coordenada y es 4 vece?I, 

cambio de la , 0 equilátero mide x cm. y aumenta a , 

10 . Cada^lado^ ^ ^ p f dez aumenta el área del triángulo cuando x = '« 

tm pncíones de un cilindro circular recto están variando. En 
US t el radio y la altura son 8 cm. y 20 cm., respectivamente. Si e | !> 

pennanéce constante y el radio aumenta a razón de 3 cm./seg„ hallar la v¡ ¿¡ 
de la altura en ese instante. 

12 . El gas de un globo esférico se escapa a razón de 360 pies 3 /min. Hallar: 

a. La rapidez con que disminuye el radio en el instante en que éste es de 3 p¡„ 

b. La rapidez con que disminuye el área de la superficie en el instante en que el 
radio es de 3 pies. Se sabe que el área de la superficie esférica es S = W. 

13. Sean V, S y r el volumen, el área de la superficie y el radio de una esfen 

respectivamente. Probar que: . Se sabe que: V = r rtr 3 y S=4r 

ax 2 dt d 

14. En cada uno de los extremos de un cilindro circular recto de radio r y alturahse 
coloca una semiesfera de radio r. El radio aumenta a razón de 0,5 m/min. Si el 

volumen permanece constante, hallar la razón de variación de la altura en el 
instante en que r = 4 m. y h = 6 m. 

veleja V UC * a ^ or ‘ zonta ^ ment e a una altura constante de 900 m. de altura ye® 
el oDenitn 0 "? 3016 ' La tra .y ectoria pasa sobre una estación de radar desde dond ; 
r o serva el avión. Cuando el ángulo de inclinación de la l^ 3 { 

seo ación es de n/3, este ángulo está cambiando a razón de 77 rad/seg W* 
'a velocidad del avión. 


•6. En 


transportado^ denoto 3 * 65 de constr ucción una cinta 

m m 'n. La arena f ^ 60 e * P‘ so a raz( ^ n 3 

. , cs 3 veces la I a|t,| ln C ? n ° CU ^° diámetro de la 

“ ' a ljaltUr a del cono^ ^ al * ar con fi ue rapidez 
C ° no cuando ésta es de 2 m. 
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un trb 
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P°sicj(^ n 

ve ce s i a 7 de, a 
9 ra ^n ¿ 

-■ 25 ,* .o 

:: ' s <V v v u ;!- 

a,,ar,a var,^ 
■aliar: 

e es * 3 p¡es 
stante en q ue e j 
; sS- 4^f (2 

de una esfera 
r 3 y S = 4m- 2 . 

1 r y altura h se 
5 m/min. Si el 
a altura en el 


e altura y con 
r desde donde 
le la línea de 

íd/seg. Hallar 






50 


5,5 

i 
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T¿cnic aS de Derivación 

Otras 

jo 

„ 5 m de largo. Su sección transversal es 
t¡lí1 quc ^"^ctángulo isósceles. Se vierte agua al 
, 7 . L,fl tr iáng ul ° de , 5 m 3/ hora . ¿Con qué rapidez sube el 
u rtdU e a ra a cuando éste tiene 0,5 m. de profundidad? 

|J 5 del ag u ‘ i un tr iángulo rectángulo isósceles, la 
Sug erenC ‘ a ¿ s pondiente al ángulo recto es igual a la 

al,U dde la^'P 016111153 ' 

^ ■ tiene 50 m. de largo, 25 m. de 

P isC " ia su profundidad aumenta 
11 \nc h ° ^ nte de 1,5 m. a 5,5 m. en una 
U niforlTie !horizontal de 20 m., continuando 
distancia . e nte jos 30 m res tantes. La 
h ° rlZ ° n se está llenando a razón de 120 
pi 3 SC ' na a S ;Con qué rapidez sube el nivel del 
1,1 instante en que éste está a 3 m. 

S parte más profunda? 

que tiene la forma de un cono circular recto 
l9 ' Un Ido de 6 m. de altura, de 5 m. de radio mayor y 3 
'^"de radio menor. El tanque se está desaguando a 
m " ’n de 16 9ir m 3 /hora. Hallar la rapidez con que baja 
efnivel del agua cuando éste tiene 4 m. El volumen V 
de un cono circular recto truncado de altura h radios r y 

r en los extremos es V = J h( r 2 + R 2 + rR ) 

20. Un campo de béisbol es un cuadrado de 90 pies de 
lado. Un jugador está corriendo de la primera base 
a la segunda con una velocidad de 17 pies/seg. 

Hallar la velocidad con que se acerca el jugador a 
la tercera base en el instante en que este se 
encuentra a 60 pies de la primera base. 

21. Un edificio de 60 m. proyecta su sombra sobre el piso 

El ángulo que forman los rayos solares con el piso y 

razón de 15° por hora. En determinado instante del día a som ra 
del edificio es de 80 m. Hallar la razón en que cambia a 
ese instante. 
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3 



22 . 


Un avión se eleva con un ángulo de 
inclinación de 30° y a una velocidad 
constante de 600 Km./hora. El avión pasa a 
2 Km. por encima de un punto P en el sue o. 
Hallar la razón de cambio de la distancia e 
P al avión 1 minuto más tarde. Sugerencia. 
*ey de los cosenos, d 2 = a 2 + b 2 - 2 ab eos a. 
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2<tf * |ong¡ tu< * es,á a Tt 

de 13 Itl - d ao° respecto de 

escalera de a 60 y .oi,„ 

23. ^ £ ün talud 



. 25. 



c»r 


''diñado a ou , ia e l talud a 

U Ziun «'““"es «"ítípS» ~n que se 
sobre «tal la baS Hallar la rap i era cuando 
^< 2,9 s uper¡or de la , a ley 

taz 0 " d eXtre mo s P d sugerencia. 
desp está a 5 m- del , ema anterior. 

J ^'cosenos en el P» playa recta y su luz gira a r¡tt(m 

d ‘ ,, situado a 2 J ¡dez con que se mueve el rayo *., * 

2" Un oluclones por •»»££, en que «• pasa V* PUn, ° Si, “« • 1 «¡ 

largo de'a P la>a f r ar0 . 

defpunto frente al superior de un poste de 60 pies de a S 

, chillo alumbra desde ei altura se suelta una pelota de acero, CUVa 

' n" !d°e un punto situado a ' a ™ ia de l bombillo. Hallar la velocidad con^. 

a 20 p.« : u d Xdespués de soltarla. Reeordar que I.** 
,e;nue*ela® mbra0 . s '„ undos ,es s _ lét 2 . 
de la pelota, después ^ hac ¡ endo guard ¡a 

26 . Unpolicíade6P' esde direc tamente debajo 

sombra dd"poücía comienza » f! 

la sombra cuando t - 1? 

27. Dos resistencias, Ri y R- 2 » est ún conectadas en 
paralelo, como indica la figura. Se sabe que la 
resistencia total R es tal que: 

! = -L + — 

R R | R 2 

Ri cambia a razón de 0,5 ohms/seg y R 2 cambia a razón de 0.3 ohms5£„ 
¿Cómo cambia R cuando R, = 60 ohms y R 2 = 80 ohms? 

28. Sabiendo que un trozo de hielo esférico se derrite a una razón proporcional al 
área de su superficie, 

a. Probar que la razón con que se contrae su radio es constante. woje 
• . a ems se sabe que después de una hora el hielo que queda es 
la ««‘dad inicial, hallar el tiempo que tardará en 

completamente. Sugerencia: Si r 0 es el radio inicial y ^ 
r = kt + r 0 . 



en« 


es 


la 1 
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n de 0,3 ohms/seg, 

proporcional al 
nte. 

queda es un 1/8 de 
rá en derretirse 

J r 

= k, entonces 
a t 


^ÓMÁcíóms lineales y dífere^íXles 

M* APROXIMACION LINEAL 

, #x) una función diferenciable en a. La recta tángeme a la gráfica de , 
Stt y , fr a )) tiene por ecuación: granea de f 

,1 punto '■ 

' L: y = ^)+ f'(a)(x-a) 

arando la gráfica de f y la recta tangente 
** que, para los x cercanos a a, los 
obse n ’ a de la gráfica de f están próximos 

C°p unt0 ' S (X ’ ^ a) + f (a)(X “ 3)) de la recta 

3 Por consiguiente, para los puntos x 
pg a a.se cumple que: 


f (x)»f(a)+ f'(a)(x-a) (1) 



A esta aproximación se le llama aproximación lineal o aproximación 
tangencial de f en a y la función lineal 

L(x) = f(a) + f'(a) (x - a) (2) 

es la linearización de f en a. 

|EJEMPLO 1. a. Hallar la linearización de la función f(x) = -fx en x = 4 
b. Usar la linearización encontrada para aproximar: 

7^95 y /4ÍÓ2 

Solución 

a. Buscamos: L(x) = f{4) + f'(4) (x - 4). Se tiene: 

1 _ 1 
2/4 " 4 


f(4)=/4-2 y f'(x)=—1= => f’(4)- 

2 v x 


1 x 

Luego, la linearización buscada es: L(x) = 2 + — (x-4)= — + 1 
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_ i + 1. Luego, 
~ 4 


'66 


limación l¿ neal eS 
^ ^ 194 + , , 0,985 + 1 ^ 985 

Z 4 ^ = 4 rród = 1 984943324 y que V^02 = 2,0049937 

««***-*•*■ vw ’ 


DIFERENCIALES 

, ona (unción diferenciablc. Según la notación de Uib^ „ 

SK * representa a la derivada de y respecto a x. Ahora introducá^ 
SÍmb0l ° o * diferencial que dará significado propio tanto a dx conto a d, 
enneepto „ rvisB como un cociente de dy sobre dx. 

forma que ^ P 

Sj Ax es cualquier incremento de x, entonces 

Ay = f(x + Ax) - f(x) (3) 

es el correspondiente incremento de y. Sabemos que 

Lim Ay = f ' (x) 

Ax-»0 Ax 

, Ay ... 

mego, si Ax es pequeño, la razón incremental — es una aproximación a la 

Ay 

lerivada f'(x). Este hecho lo expresamos así — « f’(x) . De aquí obtenemos: 

Ax 

Ay«f'(x)Ax (4) 

Esta expresión nos dice que cuando Ax es pequeño, la expresión f'(x)Axesta 

iróximo al incremento de Ay. Por este motivo es conveniente fijar la atención tu 
ta expresión. A continuación le damos un nombre y nos ocupamos de ella. 

— Sea y - f(x) una función diferenciable y Ax un incremento de* 

Llamaremos: 

iferencial de x, denotada por dx, es el incremento Ax. E$w es 
dx = Ax 

■ Diferencial tic y, denotada por dy o df, a 

N °“^úy Unciónder f ' WAX=f ' (X,dS 

dos variables, x y Ax. 


















Técnicas de Derivación 

Qi v = x 3 - 2x 2 + x + 3, hallar 

* 


finios e] 

'Omo a dv 

ay en tal 



269 


b. Evaluar dy cuando x = 2 y dx = 0 03 


^ d / y 3 _2x 2 + x + 3)dx = ( 3x 2 -4x+ 1 )dx 
( x 

s2 y dx = 0,03, se tiene 

dy = [ 3(2) 2 - 4(2) +1] 0,03 = 0,15 


ójsgíVACÍÓÑr] Si en dy = f’(x) dx exigimos que dx # 0, podemos dividir 

ambos lados por dx para obtener — = f'( x ) .Esto nos dice 

dx 

dy 

que el símbolo —, que es la derivada de y respecto a x, 
dx 

puede ser pensado como el cociente de la diferencial dy entre 
la diferencial dx. 


REPRESENTACION GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL 

La figura nos muestra una representación geométrica de la diferencial. 


ación a la 
í obtenemos: 

5n f’(x)Axestá 

la atención en 
de ella. 

cremento de x. 
to Ax. Esto es. 



La recta PS es la recta tangente al gráfico de y = f(x) en el punto P - (x, y). La 
pendiente de esta tangente es f '(x). Por lo tanto, 

RS = f'(x)dx = dy. 

p °r otro lado, G es el punto (x + Ax, f(x + Ax)) y el segmento RG es ig 
Se ve que para dx = Ax pequeño se tiene nuevamente la expresi 

Ay * dy =f’(x)d* (4) 
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2+ 4x -3- Hallar, Ay, dy y Ay- 

x y-M- 

, 2 y dx = 0,01 

b . Para x-¿ > 

Solución _ , + ax ) 2 + 4 ( x + Ax) " 3 ” (x + 4x ~ 3) 

fíx + Ax)" ' 2 

a - Ay '^ + rAx) 2 = 2 (x + 2)Ax +(Ax) 

, 2 xAx + 4Ax + (A x ) 


dy 


, w2x + 4)dx = 2 (x + 2)dx 
dy = f'(x)dx-(2X ) 


Ay - dy = 

Si x = 2 Ax = dx = 0,01, reemplazando en (a), tenemos 

ly. 2(2 +2X0,01) + <W") 2 - 0.08 + 0,0001 - 0,0801 

dy = 2(2 + 2)(0,01) = 0,08 
Ay - dy = (0,01) 2 = 0,0001. 


c»t 




\o 


APROXIMACION LINEAL EN TERMINOS DE LA DIFERENCIAL 
Tenemos la aproximación lineal: 

f(x)» f(a) + f'(a) (x - a) (1) 

Ahora queremos expresar esta fórmula en términos de la diferencial. Para esto, 
obtenemos* = 3 + Ax ’ de m ° d ° que Ax = x “ a - Luego, reemplazando en (1) 

f(a + Ax) * f(a) + f'(a) Ax, o bien f]¡a + Ax) a f(a) + dy 
Por ultimo, cambiando a por x, se tiene: 


embargo, preferimos la dedii^ 6 ° tener fulmente de las fórmulas (3) y (4)- Sin 
nm as fórmulas, la (l) y ¡ a ic, *° n que hemos hecho, porque ella nos indica que 
° S nos conduc en al mismo resultado 65311 ^ Irdsma a P rox i m ación y, por lo tanto, las 

EfflpLoj] Usa 

Solución * a ^ es ^ a ^ ar un valor aproximado de ^J~65 . 

Consideremos ,a función 

X ' v x . Su diferencial es: 


mP 


■ 


p.e e 


c\ ni" 111 
’ 


S e sab 
hemos ene 


La di 

errores c 
estimade 

Al calcu 
es x+í 
la varia! 

cometid 


No e 
error a 
y el er 
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“y- f,(x)dx = ^W dx 

aZ ando estos valores en la expresión (5) tenemos: 
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1 


dx 


^ero entero 
El " un,e l 6 4 y 
h<c¡ al<i0 


,2/3 


* - 3x' 

más próximo a 65 que tiene raíz cúbica exacta es 64. Lueco 

k., = A v = I pn la f»vnrpciAn *_ 


Ax = dx = 1 en la expresión anterior tenemos: 
= lf 64+T * V^64 


3(64) 


1 ín . 1 

(1) = 4 + 48 * 4,0208333 


2/3 


sabe que ^65 , con 7 cifras decimales, es 4,0207258. La aproximación que 
^ S entrado es exacta hasta la tercera cifra decimal. 

hemos encontrau 


erencial 


ncial. Para esto, 
plazando en (1) 

O + dy 


y (4). Sin 
ndica qn e 
»tanto, la s 


^ 65 - 


ESTIMACION DE ERRORES 

La diferencial tiene aplicación en la estimación de los efectos causados por los 
res cometidos al medir ciertas magnitudes. Sea x la variable cuyo valor es 
Rimado con cierto error posible. Sea y = f(x) otra variable que es función de x. 
Al calcular y = f(x) a partir de x también se cometerá un error. Si el valor correcto 
es x + dx, entonces el error de medición es dx. Por otro lado, el valor correcto de 
la variable y es f(x + dx), y el valor calculado con error es f(x). Luego, el error 
cometido en la variable y, llamado el error de propagación, es 

Ay = f(x + dx) - f(x). 

En consecuencia, si el error dx es pequeño, que es lo esperado, el error Ay puede 
ser aproximado por la diferencial dy = f '(x)dx. Esto es 



No es igual cometer un error de 1 cm. al medir un metro que co ™ e relativo 
error al medir 10 metros. Para distinguir estas situaciones se define 
y el error porcentual. 

SlfíÑlcloN. 1 Si Ay es el error de y, entonces 

- Ay _ di. 

1. El error relativo de y es el cociente y y 

inn ^y * 100 

2. El error porcentual de y es 1 y y 
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"■"X 

111 e rror cometido no es conocido, ya „ 

„ —* «* “So'to i— « q “ e " C0 " 0ZCa “ margCn d " *5í> 

^«;í“SV idxisc v 

un número^ 


"Simar el margen de error al calcular el volumen del ^ 
b Es! mar el margen de error relativo. 
e,’ Estimar el margen de error porcentual. 

Hr una esfera de radio r está dado por 

a El volumen de una esrer 

v = 1 Ttr 3 y, por tanto, dV = 47tr 2 dr 
3 

El margen de error al medir el radio es 0,05 cm. Luego, 

/dr| S 0,05 y |iV|= |dV| -| dnr’drl s 4n(2) 2 (0,05)=r2,51c,' 

ato es, una estimación del margen de error al calcular el volumen c™ i„„ a 
es 2,51 cm'. 


Esto 

dados 


con I 



h I AV I 

| dV | _ 

2 

4nr dr 

31 dr | 


b. — 

1 v 1 

~l v 1 

(4/3)nr 3 

r 


. i °- 05 „ 

^ 3 —= 0,075 




Demostración 

Cada 
derivaci 
lector. 

Sabern 


5. d (^J = vdu-udv 


nu n_, du 


lón - Aquí probaremos^a^ )? ene * as correspondientes fórmulas i 

y (5), dejando las otras como ejercicio pata £ 

l0Spord 'fi"¡ció„,„ e: 


4. 


du = du 
dx 


dx 


. - dv , 
dv - —dx 

dx 
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___, . árM de un cuadrado cuyo lado mide Es|0 

„ Mi dA y AA ' dA '**»> 

b . Mostrar gráficamente a A, AA > dA yAA.„ A 

Solución 2 

2 2 = 2 x dx + (dx) 

a.AA = (x + dx)- x 2 

d A = 2x dx, AA-dA-(dx) 

b ' dX> ’ 

R,= xdx,R 2 = xdx y R 3 < dx) 

Luego, 

AA = 2x dx + (dx ) 2 = Ri+R2 + R 3 

dA = 2 x dx = x dx + x dx = Rj + 

AA - dA = R 3 




- 7 I TI 

PROBLEMA 3. Aproximar el valor de sen — + 0,08 


mediante: 

a. Aproximación lineal b. Aproximación con la diferencial. 

Solución 

Sea f(x) = sen 2 x. Se tiene que: 

f(7i/4) = sen 2 (7i/4) = (V~2/2) 2 = 1/2 

f'(x) = 2 sen x eos x = sen 2x => f'(n/4) = sen ( 2*/4 ) = sen ( tó) = I 
a. Sabemos q „e: «*)-«.,+ f'(a) (x - a). Tomando a- 1 se tiene: 

Kx-^4) 


^ ue go, la aproximación linea! de f( x) = 


sen x % x+ —— ZL 
2 4 


sen 2 x en a = — es- 
4 


Ahora ’ Para x = ü + Q n 

4 T u -08, se tiene: 


+ 0,08 


f + 0,08 


+ -i - - = i + 0,08 = 0,508 
2 4 2 


L 


Sol 
































,cas de De, 


r «v, 


lde x- Esto 




es >A = v 2 


y aa- 


dA 



íediante: 

'n la diferencial. 
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. + Ax) * f(x) + dy = f(x) + f'(x)dx. 


sa bei 


iiios 


que: 


__ Ü v dx = Ax = 0,08 se tiene: 
, x - 4 


Vfii 0 


«jt/4 +AX) 


1 


» f(7t/4)+ f'(w/4)dx =-+ 1(0,08) => 
sen 2 ^ + 0,08 j * ± + 1(0,08) =0,508 



¿.«iaXI Se quiere calcular el volumen de un cubo a partir de su arista en 
fpROBts— ^ a j f orma que el margen de error sea de 6 %. Estimar el margen de 

error porcentual con que debe medirse la arista. 


Solución 


si y es volumen del cubo y x es la arista, entonces 
v = x 3 , dV = 3x 2 dx jr v 
Luego, 


dV 3x 2 dx . dx 
y — = -— = 3 — 


dV 

100 — 
V 


< 6 


dx 


100| 3 — 
x 


< 6 => I 100 — I <2 

x I 


Por tanto, el margen de error porcentual de la arista debe ser de 2 % 


¡en ( ti/ 2 ) = 1 
tiene: 
rt/4 ) 


PROBLEMA s71 El periodo de un péndulo es el tiempo que demora para dar una 
oscilación completa y este viene dado por 

L 

T = 2n. 




g 


Solución 


donde L es la longitud del péndulo, g es ' a debido 

gravedad y T se mide en segundos^ El 

al calor, se ha dilatado y su longitu a a ’ periodo. 

a. Calcular el porcentaje aproxtmado de cambioo 

b. Calcular el error aproximado del re j 


N °s dicen que: 100— = 0,4. Además: 

L 




7n 


dL 


ndL 
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100 —)= —(o 4 \ 

L J 2 l °’ 4 H, 2v 


100- 


., , , du _ 1 

ni¡¿lí±t- 100 — - 2 

ff-'OO^Tt/TT 

1 ..n prror aproximado del 0,2 %, 0 Sea H 

da «*»»*>. «> eterror aproximado es de: ' ' °'"*¡ 

- 8 sesund0S ' mmu,os 


„anu..lMAS PROPUESTOS 4.7 


En los problemas del 1 «13 x 


1. y = x 


fcr//ar; a. Ay, b. dy c. Ay - dy 
2. y = e X 3. y = ln x 


En ¡osproblemas del 4y 5 calcular: a, Ay b. dy c. Ay - dy, para los va/ 0ffl 
de x y dx dados. x 

4, y = x 2 -4x, X = -1, dx = 0,03 5. y = 10 , x=l, dx = -0,01 

En los problemas del 6 al 9 se proporcionan aproximaciones lineales de la 
funciones dadas en a = 0. Verificar que estas aproximaciones son correctas. 

n 

6 . Vx+T *VT +—x 


8. tanxax 


7. sen x « x 


9. e « 1 + x 


En los problemas del 10 al 15 hallar dy 
11. y= V"1 — x 2 


10. y= e ~ 3x 
13. x 2 + = 

l6 ‘ Probar que para valores 


12. y=3l 


x — 1 
x + 1 


y =25 14 „2 


x + 


2 V~xy = 1 


Pequeños de J Ax | se cumple que 
x + Ax « !f¿ + Ax 


U:J” P,obl ‘"«s1e l ,6 


n Vx"-! 



hallar un valor aproximado de la expd s ^ n 


21- tan'^e 0 ’ 08 


19 


. ^/TÍ8 









•doD, 


c r¡v, 


a ^n 


2 (°> 4 ) 


2 

%, o 


Sea > d e 


dy 


- Para los 


v a/ores 


'» dx = -0,0l 

es lineales de l a 
i correctas. 

«® x 


+ x 



la expresión 


18 
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& 




i.AP 1 




el va,or 


de eos 4 (n/4 + 0,01) 


de sen ( 60° 1' ). Sugerencia: 60° 1' = - + J_ 


P' ¡ ‘ r el valor 

kdO*** 0 ** 3 60 1 180 

jl- AP eta i tiene 12 cm. de arista. La arista aumenta en 0,2 cm 

lJn c ub° con la diferencial el incremento del volumen. 


;í,t .AP roXÍn í valor exacto del incremento. 


b.Ha |l3r . e ar c on la diferencial el incremento del área total. 

«■ Apr0X 'd incremento exacto del área total. 

d ’ un tubo de hierro de 8 m. de largo, 6 cm. de radio y 0,4 cm. de espesor. 

26 . Se ü ^ ne [a diferencial aproximar^ volumen de hierro del tubo. El volumen de un 
U sand ° ircu i ar recto es V = nr h, donde r es el radio y h la altura. 
c ilindr° c 

• ere calcular el área A de una esfera a partir del radio r mediante la fórmula 
11 ‘ Se ^iírr 2 y en tal forma que el margen de error sea de 5 %. Estimar el margen 
d error porcentual con que debe medirse el radio. 

medir el radio de una esfera se obtiene 4m. Esta medida es segura hasta 0,01 m. 

28 A Estimar el margen de error al calcular el volumen de la esfera, 
b. Estimar el margen de error porcentual. 

29 Al medir una circunferencia mayor de una esfera se obtiene 72 cm. con un margen 

de error de 0,5 cm. 2 

a Estimar el margen de error al calcular el área de la esfera. A = 47tr 

b. Estimar el margen de error relativo al calcular el área. 

c. Estimar el margen de error al calcular el volumen de la esfera. V = (4/3)nr 

d. Estimar el margen de error relativo al calcular el volumen. 

Sugerencia: C = 27tr y dC = 27idr 

30. Un cateto de un triángulo rectángulo mide exactamente 30 cm. Al medir el ángulo 
opuesto a este cateto se obtiene 60°, con un margen de error de 0,5 °. 

a. Estimar el margen de error al calcular la hipotenusa. 

b. Estimar el margen de error porcentual al calcular la hipotenusa. 

31- Se estima que el próximo mes, se venderán 8.000 unidades de cierto producto. 
Esta estimación tiene un margen de error de 3%. La función ganancia es 

G(x) = 5x - 0,0002 x 2 dólares, 
donde x es el número de unidades vendidas por mes. 

a * Calcular la ganancia que dejarán los 8.000 artículos 
b* Estimar el margen de error de la ganancia con el cálculo anteri 
c * Estimar el margen de error relativo. 

Estimar el margen de error porcentual. 
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uist0 R1A DELA FAMILIA BERNovll, 

BREVE H ‘ '^ordinario y único en la H¡ 

, lia Berna" 111 a cie „cia alrededor de una docena ¿ * 

¡fjSca. E *.«*01 a lo largo * «» *”»*■ *> 


CUU' rae UULetla fa L. (, 

„ c//<j apu riu " /„ i ar ao de tres generaciones. La disnatía ! , % 

de primera hnea ' ’ fos hermanos Jacob y Jolmnn, ■ ' Kij 
"£SZ*^"* t S£Z U gsniz en la línea de Cáleuio^M 
^shngaidos ae^o'es ^ on k¡K ^ 

Nicolaus Benf^^atemáUcas y Física en la Universidad de Ba„¡ a 
Jacob tuvo la a “‘ d ',‘ h „, m aprendió Matemáticas guiado por Jacob, .J** 
1.6S7 hasta su muer eA > ? fc ^ OT£r „„ y acepto I» caíe*„ * 

12 años mayor. En 1«/L (Ho¡m da), donde estuvo hasta el año 1705 e, 

en la universidad de u i ?aa fó vacan te a la muerte de Jacob. s„T 

moUs y Daniel Enler, con guien, cuando ¡ój* 

ligai ° ° m “ chos re t su, “>doscl mall 
JM emáticas. Asi. en el estudio de las curvas encontramos la Lemniseatal 
Bemoulli; en las ecuaciones diferenciales, la ecuación de Bemoulli; en la fa* J 
series, Los números de Bemoulli, etc. Estos y otros resultados no s> 
contribuciones de un solo hombre, sino de varios miembros de la familia Bemoulli 

ARBOL GENEALOGICO (Matemático) DE LA FAMILIA BERNOULU 

Nicolaus Sinior 
(1.623-1.708) 


Jacob I 
(1.654-1.705) 


Nicolaus I 
(1.623-1.708) 


I 

Johann I 
(1.654-1.705) 

I 


Nicolaus II 
(1.687-1.759) 


Nicolaus III 
(1.695-1.726) 


I- 

Daniel I 
(1.700-1.782) 


I 

Johann II 

(1.710-1.790) 


Johann III Daniel II Jacob II 
(1.746-1.807) (1.751-1.834) (1.759-1.789) 


Jacob I 

(J.654-1.705) 


Johann I 

0.667-1.74^ Da niel I Johann III 

’ ( 1 - 700 - 1 . 782 ) ( 1 . 746 - 1 . 807 ) 
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SECCION 5.1 


MAXIMOS Y MINIMOS 


tas actividades a que se dedica el hombre le plantean continuamente 
L»s d' 5t ‘" 0 p t imización. El comerciante busca maximizar sus ganancias; el 
flemas ^ ^ in i m i Z ar sus costos de producción, un conductor cualquiera, casi 
bU J a la distancia o el tiempo mínimo de recorrido, etc. Alguno* de estos 
stftnpi*'^ re ducen a encontrar el valor máximo o el valor mínimo de una 
f roh l <rnU Tales problemas son llamados problemas de optimización. 

EXTREMOS ABSOLUTOS 

71 Sea c un punto del dominio de la función f. Diremos que: 

a. f(c) es el valor máximo de f, el máximo absoluto de f o, 
simplemente, el máximo de f, si 

f(c) > f(x), Vx e Dom(f). 

b. f(c) es el valor mínimo de f, el mínimo absoluto de f o, 
simplemente, el mínimo de f, si 

f(c) < f(x), Vx e Dom(f). 

c. f(c) es un valor extremo de f si f(c) es un máximo o un 
mínimo. 



ejemplo 1 


a. El máximo f(x) = eos x es 1 y el mínimo es -1. Estos valores son alcanzados 
infinitas veces. En efecto: eos 2mt = 1 y eos (2n + l)n - -1 para todo entero n. 

i , 



b. El mínimo de g(x) = V7 que es g(0) = ^ pero g no nene máximo. 

c. El máximo de h(x) = 1-x 2 es h(0) = 1; pero h no tiene mínimo, 
d- La función Ux) - £ no tiene máximo ni mínimo. 


Y 


X 





Mu 


■o (Itnf, Min m 0 


h (0- I-* 1 
MM-t. MI» 


f(*)“ i 
« no iteM.' Mta 
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Capítulo 5. 






si 

Los ejemplos anteriores nos muestran que algunas funcio 
valores extremos, otras sólo uno y otras, ninguno. NecesitamorV* 1 ** ¡< 
que nos aseguren la existencia de extremos. Aquí tenemos u 8 "" 0 **' 
simples, conocido con el nombre de teorema del valor extremo T * ^ 
de éste no está al alcance de nuestro texto, por lo cual la omitimos < * en>0 *ti 

TEOREMA 5.11 Teorema del valor extremo. 

Si f es una función continua en un intervalo 
entonces f tiene máximo y mínimo en [a b]° I 

dos puntos c y d en el intervalo [a, b] tales que % 7 cir | 
máximo y f(d) es el valor mínimo de f. tc) «el> 


[ EJEMPLO 2. | El siguiente gráfico es el de una función contim,, , 

intervalo cerrado [a, b]. Determinar su máximo y sumin,^" ' 



Solución 
El punto más alto del erir 

m4x,mo dc 1 w <tb)yel mínimo^s^cri 1110 F y el más ba J° cs cl P unt0 c - Luego,el 


ot 


troto- 


AP l 


IM0Í 


Observar 
[a. b], o se; 
un intcrval 
no sucede 

Observa 
a extrcmoi 
horizontal 
existe). A 


DE FINI 


Solacé 


«*) 


una tune 
ten ga máximo. 


*. si 0 S x s 2 

x^2 ’ ** ~ < X s 4 


: no 


Dow*.,* l *-2* 

f cumpj 00 tiene máximo Ob^rv 

¡7 U *WXchí fc, /^Observarque 

ft% ‘Lscontrnua en ' del ^or 



Demost 

Si f’( 
Probar c 

favo 1 
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es decir 1 ’ b l, 
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continua f e 

lo v su • en *1 
y su mínimo. 


(b) 
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EXTREMOS RELATIVOS 


•fico del ejemplo 2, los puntos B y D son tales que, aúnan* „ 
í*?i gráfico, son los mas altos comparados con los nu °t SOn l0S 
,ltos de ’ ® jos puntos C y E son los más bajos de su T °! Vec,nos - 
nos lleva al concepto de extremos locales o extremos reSÍ™' Es,a 


existe 


1 extremos relativos. 

rágcgS Se« c nn punto del dominio de la fundón f. Diremos que- 

a. f(c) es un max.mo local o un máximo relativo de f si' 
un intervalo abierto I que contiene a c y se cumple que 

f (c) > f(x), Vx € I. 

b. f(c) es un mínimo local o un mínimo relativo de f, si existe 

un intervalo abierto I que contiene a c y se cumple que: 

f(c) < f(x), Vx e I. 

c. f(c) es un extremo local o un extremo relativo de f si fie) es 

un máximo local o un mínimo local. 

Observar que, de acuerdo a esta definición, c es un punto interior del intervalo 
[a, b], o sea, si a < c < b. Observar también que si fie) es un extremo absoluto en 
un intervalo [a, b] y si a < c < b. entonces fie) también es un extremo local. Esto 
no sucede si f(a) o f(b) es un extremo absoluto. 

Observando los puntos B, C, D, y E la gráfica del ejemplo 2, que corresponden 
a extremos locales, se puede conjeturar que las rectas tangentes en estos puntos son 
horizontales (pendiente nula) o que no tienen rectas tangentes (la derivada no 
existe). A continuación formalizamos y demostramos esta conjetura. 


DEFINICION. 


TEOREMA 5. 


Un número crítico de una función f es un número c en el 
dominio de f tal que f’(c)= 0 o f'(c) no existe. 

En este caso, el punto (c, f(c)) es un punto crítico. 

Teorema de Fermat número 

Si f tiene un extremo local en c, entonces 

crítico. 

Demostración 

Si r«c, „o existe, el teorema se cumple. Supongamos que f'(d existe. Debemos 
Probar que f( c ) =o 

QiS0 L f(c) es máximo local 

Como existe f'(c) , debemos tener que. 

Lím flellJS = u, ffiÜLlüi 

f'íct — Lim--- (i —>o b 

al existe un intervalo abierto I que contiene a c 

Por ser fie) un máximo local, interva lo I, se cumple. 
l *l que para los c + h que están en 
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ClpMo 5 

fíe + h) < Re) y, por tanto, f( c + h) - f( C ) < Q 
Luego, para li > 0 se tiene: 

R c + < 0 Lím £(c + h)__f( c) 

h ->0 + h 

Ahora, para h < 0, tomando en cuenta ( 2 ), se tiene 



(2) 


S 0 


Re + h) - Re) 


>0 


^ Lím f(c-t-h) - f(c) 

h->0~ h ^ 0 

De (I), (3) y (4) obtenemos que f'(c) =0. 

Caso 2. Re) es mínimo local. 


es 


Sea g(x) - ítx). Como ffc) es un valor mínimo de f entonce, , , 
máximo de g. Por el caso I, g'(c) - 0. Por tanto, f'¿) , J 

w te) =-0=o 


f°ÜlÍ£ÍM] La proposición reciproca al teorema de Teorema d, p 

no es cierta En efertr» i,» e • • cor ema de Fermat 

contraejemplos ’ S,gU ' enteS dos e j^pJos son 

Sea la función- fíx) = x 3 n 

„ , Observar que f(0) = 0 ' no ^ ° C$ nÚmer ° crítico - 

Solución w u no es u n extremo local. 

f '(x) = 3x 2 => f'( 0 ) = o 

Luego 0 es número crítico de f. 

^^- !fn °-u„ex, m o,oea,e„0. 

Hallar los números criticas de la función 
Solución %)= -2x. 

Hallemos la derivada de f: 


f ' , ‘) ‘ 3 JVx2 ' 2x =»«:*) 


2x) 


1/3 


Ahora, 


x — 1 


f (x) - o 

x~ i =0 


(x(x-2)) 2/3 



x= I 



^ SC ° 

°t> SerV3r 01 

embaas 0 ’ 


rsTRA 1 

pe los d< 
valor eS ' 



Solución 
Paso 1. H 
f’(x 

f’( 

Por 

Paso 2. I 
[1, 

w: 

R9 

R2 

R6 

Lúe 






















Apue *** 


eS U el 






'® f . entonces o (c ^ 

f w 


°=o. 


' a de Te °rema de Ferm 
dos ejemplos^ 1 

> es número crítico, 
o local. 
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I en 0. 
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C AF 1 
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nuc f'(x) no está definida en x = 0 ni en x = 2. Luego, los 
‘-° y 2 ' 

^ ír ° S el gráfico que fl 1 ) = 1 es un mínimo local (y absoluto). Sin 
obs erv ar e " 0) = o ni f(2) = 0 son extremos locales. 

^ _ 

para hallar los valores extremos en 


rvC\A PARA HALLAR LOS VALORES EX 

eS TRA1^ u iNT ERVALOS cerrados finitos 

teoremas anteriores obtenemos la siguiente estrategia para hallar los 
De ios dos una función continua f en un intervalo cerrado [a, b]. 
valores extremo 

Paso 1 Hallar los puntos críticos de f en el intervalo [a, b]. 

Paso 2. Evaluar f en a, en b y en los puntos críticos. 

El mayor de los valores del paso 2 es el máximo; y el menor, es el mínimo. 

Hallar los extremos absolutos de la siguiente función en el 
intervalo [1,9] 

x 3 

fí x ) = -— 4x 2 + 12x + 3 
3 

Solución 

Paso 1. Hallar los puntos críticos de f en el intervalo [1, 9]: 
f'(x) = x 2 - 8x + 12 = (x - 2)(x - 6) 
f'(x)=0O (x-2)(x-6) = 0 O x = 2 o x = 6 

Por tanto, los puntos críticos de f son 2 y 6 y ambos están en [1,9] 

Paso 2. Evaluamos f en la frontera de 
[1, 9] y en los puntos críticos. 

l 3 „ 34 

ÍU)= y- 4(1) 2 + 12(1)+ 3= y , 

f[9)=y - 4(9) 2 + 12 ( 9 )+ 3 = 30 

41 

H2)=- -4(2) 2 + 12(2) + 3 = y > 

3 J 

f[6) = — - 4(6) 2 + 12(6) + 3 = 3 
3 

Luego, el máximo es f[9) = 30 y e 
mínimo, f(6) = 3. 
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lv *d a 


Hallar loseX 

g(x) 


trern° s 


de la siguiente función en el intervalo [ 0 


,3 


; críticos 


de gen el intervalo [0,4]: 


paso 1 * n g'(x) ='3^' 

8 m- 3 ' (x ' 3 ’ 2 

g'(x)='^rf 

gln oestádefmidaenx = 3ynose 

anula en ni 

un único punto cnfico que y 

está en el intervalo [0,4j. 

Paso 2. Evaluamos g en la frontera de [0, 4] 
y en los puntos críticos: 


g(0) = 


3-^(0-3) 7 = 3-f9 « 0,9199 


4] 


-t/3 

=> 


Y 


(3,3) 

3 


xK- 

0,92 < 


i 

i 

0 

3 4 


g( 4)=3-3/(4-3) 2 "= 3-1=2 
g(3)= 3-V (3-3) 2 = 3 

Luego, el máximo es g (3) = 3 y el mínimo, g(0) = 3 - ^9 * 0,9199. 






loS 

laf“ l,CÍÓt 


25. 


En los problemas del 1 al S r 
E r áfico, determinar el mar' ° ra * lc ? r la función y, solamente observando el 
técnicas de traslación y ref]J!;° 3 mmimo absolutos. Para graftcar, usarlas 
1. H» = 4 x 2 explícadas en la sección 1.1. 

^ W=|2 -l- 3. h(x) = 14-x 2 1 

7.h (x) ,Í2-x, sU< , S ' S<X> '' * r i’ Cn(1 ’ 3) 6 -8W- ^.«i 4 ' 3 ' 31 

(■"x. s¡x „,e„ K4) 8 . , X ) í e\ S¡X<1 , en[ -,,2] 

“hueros críticos de la función dada 



3. y 














a °i one s 


""•o*. 


* observando el 

ficar, usar las 


L_, en [4/3’ 3 ] 

1 , enH’ 2 ^ 
>1 


'£$*) = i+x 
l7 .f(x) = tanx ' x 

19. fl*) = sen 
21g(x) = e' x senx en [0, 2tt] 



, ^plicac* ones de la Derivada 


287 


g ) 2/3 10. g(x) = x + sen x 11. h(x) = | x 3 - 8 | 

j2.f(x)"W 

.. ¡¡el 15 al 22 determinar el máximo y el mínimo absolutos de 
£n^¡¿nenelintervalo cerrado indicado. 


13. h(x) = xe 14. g(x) = sen 2 x + eos x, en [-1, 2n) 


.[1,3] 


r 2 L -1 

en L ~4 »4 J 


r 71 

x + cosx en 


16. m = ■■-+¿2 en [-2, 3]/^ 
18.f(x)= 1 -(x- 3) 2/3 en [-5, 4] 

20. f(x) = eos x + sen x en [0,x] 

~ . lnx rt , 

22. fi(x) = — en [1, e] 

x ¿ 


23 probar que la función cuadrática 
2 


f(x) = ax'+ bx + c, a * 0 , 
tiene exactamente un número crítico en IR. 


24. Probar que la función cúbica 


f(x) = ax 3 + bx 2 + ex + d, a * 0 , 


puede tener dos, uno o ningún número crítico en IR. Sugerencia. ¿ 
raíces puede tener una ecuación de segundo grado. 

25. Probar que un polinomio de grado n puede tener a lo mas n - 1 números 
críticos en IR. 


crrriON 5.2 - 

teorma del valor me 

[MFmieiON.I Sea fuña función. Diremos que: b) si f es 

b - f e» d,f ' , h C | " én el inrervalo abierto (a.b)yf 

diferenciare en izauier da en b. 
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• ne diferenciabilidad en un intervalo semiabi 
tambi^ setl 

J°é *£** **** “j-ftrenciable en un intervalo I, f es continua en |. 

' B® ¡IVer ’ qUeS ' feS . Rolle. 

, fes continua en el intervalo cerrado [a, b], 

‘ f es diferenciare en el intervalo abierto (a, b). 

3. f(a) = f( b ) 

Entonces 3 c e (a, b) tal que f(c) = 0. 


let H 




Demostración 

Sea f(a) = f(b) = k 

Caso 1. f es la función constante f(x) = f(a) = f(b) = k, Vx e [a, b]. 

En este caso, tenemos que f'(x) = 0, Vx e (a, b). Por tanto, cualquier 

número c e (a, b) cumple con f'(c) = 0. 

Caso 2. f no es constante. Luego, existe x 0 € [a, b] tal que f(x 0 ) i- k. 

Como f es continua en el intervalo cerrado [a, b], por el teorema del 
valor extremo, f tiene máximo y mínimo en [a, b]. 

s ' f(x 0 ) > k y f(c,) es el máximo de f en [a, b], entonces f'( c i) " ® ■ 
%) _ f(x 0 ) > o. Luego, C| í a y C| f b y, por tanto, Ci 6 (a, b). 

f(c) < ff ^ CS e ' m * n ' mo de f en [a, b], entonces f'( c 2^ ^ ' 

o) 0. Luego, c 2 a y c 2 f b y, por tanto, c 2 e (a, b). 


2' ,n , mode sto empl eo dJ‘ ^ atem ^ co francés. Inicialmente, trabajó en . 

E " ^99 fue electo 

cual a J' a Per ° es nás cono í Clencias - Hizo contribuciones al Algebr °L el 
creció en su libr 5 0 c ^ado por el teorema que ahora ¡leva su no*» 

e “ algébra publicado en 1.690. 


Lu 
tange 
tal qi 
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»ÍV; 
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Se ^iab- 


fesc °ntin üaeni 

,do [a, b]. 
bier to(a, b). 

c ) = 0. 


Ier t 0 


a, bj. 

Por tanto, cualquier 


o)^k. 

por el teorema del 


nces f'(c¡) = Oy 
(a, b). 

:es f'(c 2 ) = 0 y 
(a, b). 
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Teorema del Valor Medio (de Lagranjje) 

’ Sea f una función tal que: 


Sea f una función tal que: 

1. f es continua en el intervalo cerrado [a, b). 

2, f es difcrenciable en el intervalo abierto (a, b) 

Entonces 3ce(a, b) tal que: 

f(b) - fía) - f ’(c)(b - a) o bien f '(c) - f(b) ~ f(a) 

b-a 

-^métricamente, este teorema nos dice lo siguiente: 

La recta secante que pasa por los puntos P, - (a. f(a)) y P 2 = (b, fifb)) tiene por 
fTb) - fía) 

pendiente m b — a V a pendiente de la recta tangente en el punto 

(c,f(c))es f'(c). 

Luego, el teorema dice que, si el gráfico de una función continua tiene una 
tangente en cada punto entre a y b, entonces existe por lo menos un c entre a y b, 
tal que la recta tangente en el punto (c, fíe» es paralela a la recta secante. 



Demostración 

La recta que pasa por P| = (a, f^a)) y P 2 = (b, fíb» tiene por ecuación 
y-«a ) + “l(x-a) 

Introducimos la nueva función 

g(x) = f(x) - f(a) - (x - a), 

c l Lle es la diferencia entre la función f y la recta anterior. 

Veamos que g satisface las hipótesis del teorema de Rolle: 

'• La función g es continua en [a, b], ya que g es la suma de dos funciones 
continuas en [a, b], que son f y el polinomio 
























% 


2 90 


‘Ji'SSi rw -«£í“ 


3. g(a) 


f^b}jiÍÍ2l (a _ a) =0 
= f(a)-« a )' b-a 

fibl^JÍSi (b - a) =0 
e ,b) . (ib)-M ' b-a 

• „ * del teorema de Rolle se han cumplido, luego, 3 c u (a , b) „ 
USl ” PÓ ' g . (c) - 0 (2) 


que 


si en (I) tomamos x c, obtenemo _ 

g' ( c) - f(c )- L tzr L 


(3) 


De (2) y (3) se tiene 

f((c) _ = 0 f(b) - f(a) = f'(c)(b-a) 


Joseph Louis Lagrange (1.736-1.813) Nació en Turín 
(Italia), pero de ascendencia francesa. Es uno de los 
dos matemáticos más notables del siglo XVIII. El otro 
es Leonardo Euler. A los 19 años creo el Cálculo de 
Variaciones.. Sucedió a Euler en la dirección de la 
Academia de Ciencias de Berlín. En París fue 
nombrado profesor de las recién fundadas 
instituciones: Escuela Normal y de la Escuela 
Politécnica. Fue miembro de la comisión que creó el 
Sistema Métrico Decimal. En 1.778 publicó una de las 
mas importantes de sus obras: Mecánica Analítica. 


Hallar todos los números c que satisfacen la conclusión del 
teorema del valor medio para la función f(x) = 1 + x + x 2 - ^ 
Solución eneI mtervalo [- 1 , 1 ]. 

En 

diferenciable en todo iT 0S ^ * a ^ Unc * ón £ P or ser un polinomio, es continua, 

Nos Piden encontrar l os c ^ en el Sérvalo [-1,1]. 

6 1) tales que: 


fH 

re 



C»P l 
pero 
pueg° 
f'(c) 

=> 2 

Cl = 

Vem< 


En t< 
prome< 
ejempl 


Solu< 

Se 

medí 

Sabe 

La 

case 


P 

3:3 
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Lueg 0 ’ reemplazando estos valores en (!)• 
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f(l)-f(-D 


1 + 2c - 6c 2 = 1^3 
2 


^ 2 + 2c - 6c 2 = O => 3c 2 - c - i = o 
= !^H ~ - 0,434 c 2 = 1 ÍÜI ^ 


c i 6 6 ~0,768 

Vemos que ambas raíces están en el intervalo (-1, 



En términos de velocidades, el teorema del valor medio di™ , 

promedio, en algún instante, coincide con la velocidad instmtán” E i V ' locidld 
ejemplo ilustra esta situación. anea - E1 «guíente 


[ejemplo 


Solución 


Dos casetas policiales A y B distan entre sí 147 Km. Un 
automóvil pasa por la caseta A a las 2 P. M. y por la caseta B 
a las 3:30 P. M. Un oficial de tránsito de la caseta B, que sabía 
Cálculo, 1 e d ijo a 1 c onductor: “ Ciudadano, U d. s abe que en 
esta carretera la máxima velocidad permitida es 90 Km/h y 
Ud. se excedió. Tengo que levantarle una infracción” 
Demuestre que el oficial tenía razón.' 


Sea s = f(t) la función de desplazamiento del conductor, donde el tiempo lo 
medimos en horas a partir de las 12 M. Suponemos que estaf es diferenciable. 
Sabemos que la derivada f '(t) es la velocidad instantánea en el instante t. 

La velocidad promedio del automóvil en el recorrido comprendido entre las dos 
casetas es: 

f(3.5) - K2) . IjZ. = 98 Ktn/h 
3.5 - 2 1.5 

P cr °, por el teorema del valor medio, existe un instante to, entre las 2 P. M. y las 
- 30 P. M. tal que; 

f(3.5) - H2) _ f[( . f'(to) = 98Km/h 

Lu 'go, en el instante t„ el conductor excedió la velocidad máxima permitida. 



































Capítulo 5. Apli Caci0nes 

Una aplicación ' 
resultado, en el cuaM^u! 311 * 6 ’ del teorema del valor me dio es 

cualquier tinn-ou- hablamos de un intervalo I. Este intervalo ^ 

H llp °- ablerl °. cerrado, scmiabierto, infinito, etc. "'° «V^ 

Teorema de la Constante. 

Sea f una función continua en un intervalo I. 

f ’(x) = 0, V x g I <=> f(x) = C, V x e I, 
donde C es una constante. 

Demostración 

Una parte del teorema ya no es novedad. En efecto, ya sabemos que si f es 
función constante, entonces su derivada f' es la función constante 0. p 0r tr ,^ a 
aboquémonos a probar la parte recíproca. 


tanto 


Sean x, y x 2 dos puntos cualesquiera del intervalo I tales que x,<x 2 
Por hipótesis f'(x) = 0 para todo x e I. En particular, f'(x) = 0 para todo x 
en [x,, x 2 ]. Luego, f es diferenciable en [x b x 2 ] y por el teorema 5.1, f también 
es continua en [x,, x 2 ]. Se han satisfecho las hipótesis del teorema del valor 
medio, luego existe c e (x,, x 2 ) tal que 

í(x 2 ) - f(x,) = f'(c)(x, -x 2 ) 

Pero, f'(c) = 0. Luego, f(x 2 ) - f(xj) = 0 => f(x 2 ) = f^x,) 

Como x, y x 2 son dos puntos cualesquiera de I, entonces fes constante enl. 


EJEMPLO 4. Demuestre que sen l x + cos~‘x = 


n 


Solución 

Sea f(x) — sen x + eos *x. Se tiene: 

f»= 1 


■ = 0 


Vi -x 2 Vi -X 2 

Luego, por el teorema anterior, existe una constante C tal que f(x) = C. 
Hallamos esta constante: Tomando x = 0 se tiene: 


Luego, 


c - m = sen -^0 + cos- , 0 = 7t/2 + 0 =tt/2 


sen x + eos ‘x =n/2 




















">0 

"x,r =<., 


SN 

N 


^1° j 

H 


)re ma 5 , , ° x 
, ’ f también 

■' ,eorc raa del »,J 


■ w 

es constante en I. 
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Teorema de la diferencia constante. 

Sean f y g dos funciones diferenciablcs en un intervalo I. 

f , (x) = g'(x), Vxel, => f(x) = g(x) + c Vxel 
donde C es una constante. ’ 

función h es diferenciable en I, ya que f y g 1 0 son. Además, 

U h , (x) = f'(x)-g , (x) = 0 , Vxel. 

Luego por el teorema anterior, existe una constante C tal que 

h(x) = C, Vxel => fi(x)-g(x) = C, Vxel => f(x) = g(x) + C, Vxel 

En la línea del teorema de Rolle y del teorema del valor medio contamos con el 
siguiente teorema, que generaliza los dos anteriores. 


[ tfÓREMA 5.7] Teorema del valor medio de Cauchy. 

Sea f y g dos funciones tal que: 

1 . f yg son continuas en el intervalo cerrado [a, b], 

2 . f y g son diferenciables en el intervalo abierto (a, b) 

Entonces 3 c e (a, b) tal que: 

( f(b) - f(a) ) g'(c) = ( g(b) - g(a)) f ’(c) 

Si g(a) * g(b), entonces la igualdad anterior puede escribirse así: 
f'(c) = f (b) — f (a) 
g'(c) g(b)-g(a) 

Demostración 

Ver el problema resuelto 9. _ 

El teorema del valor medio es un caso particular del teoremaid 
efecto, si en este último teorema tomamos g(x) - x, tenemo 

g(b)-g(a) =b^a ,y g( c ) _1 de\ 

Estas igualdades reemplazadas en la igualdad anterior n 
teorema del valor medio. 

A rauchy P ara 

^SPLOT] Hallar un e 6 «V i^que ^ [0 , 
las funciones fi(x) - x y g( x ) 

Elución 
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Es e 

(K2) 


n continuas en [0, 1] y diferenc,ables en (0,„ 

^;“;:7 ;; g o,)H c, -^ 2 - i2)(3cV(23 - i! )^ 

_f(l>)gC c ) 1 . JX « => c = 0 ó c = 14/9 


=> 9c 


2 = 14c => c ( 9c 


- 14)= 0 


: = 14/9 


c = 0 ó c = 14/9 => 

( 0 € (0, 1) ) 


Ppnm FMAS RESUE LTOS 5.2 

Y7j Probar que la ecuación x 3 + 3x - 2 = 0 tiene exactamente 




Solución 

Sea f(x) = x 3 + 3x - 2. Esta función, por ser un polinomio, es diferenciable (y, 

por tanto, continua) en todo IR. Además, 

f(0) = -2 y f(l) = 2 

Por el teorema del valor intermedio, existe un a en el intervalo [0,1] tal que 
f(a) = 0 => a 3 + 3a - 2 = 0 => a es una raíz de la ecuación x 3 + 3x-2 = 0 

Ahora probamos que a es la única raíz. Procedemos por reducción al absurdo. 
Supongamos que b es otra raíz de la ecuación. Debemos tener que f(b) = 0. 

Supongamos que a < b. La función f satisface las hipótesis del teorema de 
Rolle en el intervalo [a, b]. Luego, existe un c en (a, b) tal que: 

f'(c) = 0 => 3c 2 + 3 = 0 => 3c 2 = - 3 => c 2 = -1 

Pero la última igualdad es imposible, ya que c 2 > 0. Esto demuestra que no 
existe tal b. 


^’] Asando el teorema de Rolle probar que un polinomio d< 
P(x) = ax 2 + bx + c, a ^ 0 
Solución tlCne 310 *** dos raíc « reales. 

Procedemos por redurrmn , 

distintas. Sean éstas x - absurdo - Supongamos que P(x) tiene tre 

El polinomio satisfaced ? decir ’ P (*i) = 0, P(x 2 ) = 0 y P(x 3 ) = 
intervalos [x,,x 2 ] y ^ p°^ s ‘ s del teorema de Rolle en cada u» 
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exa ctamente 
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1] tal que 

’ + 3x-2 = 0 

•n al absurdo. 
) = 0. 
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3ci 


;(Xl 


x,) y 3 c 2 s(x 2 ,x 3 ) tales que P'(c,) = o y P’(c 2 )»o. 


¿orifica qw el P olin0mÍO P '« = 2ax + b tiene dos ralees. Pero esto es 

ES 'ible‘ V a qUe P ’ W CS U " P0lÍn0mi ° dC Primer grad ° y ,iene “" a única raíz 
lí’P 05 JQ 

antes * = 2a ‘ 


r^nfK MA37| Si a > 0, probar que el siguiente polinomio tiene, a lo más, una 
i— ra í z real. 

P(x) = x 2n+1 +ax + b 

Solución 

Supongamos que P(x) tiene 2 dos raíces reales. Sean estas, x, y x 2 y que x, < x 2 . 

Se tiene que P(x t ) = 0 y P(x,) = 0. Por el teorema de Rolle, existe c e (x,, x 2 ) 
tal P'(c) = O.Pero, 

P'(x) = (2n + l)x 2n + a y P'(x) = 0, => x 2n = - 8 + -- . Esta ecuación, 

por ser a > 0, no tiene raíces reales y por tanto, P'(c) = 0 es imposible. En 
consecuencia, P(x) = x 2n+1 + ax + b no puede tener dos raíces reales. 


PROBLEMA 471 Si fes diferenciable, f(2) = - 3 y 1 < f'(x)< 8 si 2 < x < 7, 
probar que 2 < f(7) < 37 

Solución 

Aplicando el teorema del valor medio a f en el intervalo [2, 7]. E 
tal que: 

f(7) - f(2) _ f(c) ^ f(7 )- (-3) , r(c) => 1(5) — 3 + 5 f'(0 »> 

Pero’ 1 < 2 f(c) < 8 => 5 < 5 f(«) < (multiplicand» por 5) 

=> 2<-3 + 5f(c)<37 (sumando-3) 

=>2<«7)<37 < de(1)) 


P ROBLEMA, 5.1 Usando el teorema del valor medio p 

sen x 6. ^ x > 0 

s °lución 

C>so 1 ■ X = 0 ¡ c rrivialmeute: 0 «sen 0 _ 

Para este caso, la desigualdad se cumple 
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C# 




*>■ 


Caso 2. x > 0. =senx -xes diferenciable en todo R y, por 

( 1 ) 


^ C en enérvalo ( 0 ,x) tal que: 

ftx) - fXO) = f'(c)(x-0) 


Per °’ ííx) = S enx -x, f(0) = sen 0 - 0-0 y f'(c) -cose-! 

Además, 

eos c - 1 _ u 


( 2 ) 


Reemplazando los valores de f(x), f[0) y f(c> en (1) y considerando ( 2); 
sen x -x -0 = (cosc - l)x <0x => sen x -x <0=> S enx< x 


^OBLÉMÁXI Probar que: 

a. | tan y - tan x | fc|y-x| , V x, Vy en (-n/2,n!2) 

b. | tan y + tanx| *|y + x| , V x, Vy en (-n/2,nl2) 

solución 

l# si x = y, la desigualdad se cumple trivialmente. 

Supongamos que x<y. (Se procede en forma similar si y<x) 

La función fi(0) = tan 0 es diferenciable en (-7t/2, n/2). Luego, para xeyen 
este intervalo, por el teorema del valor medio, existe c € (x, y) tal que. 

f(y) - fíx) = f(c) (y - x) => tan y - tan x = sec 2 c (y - x) 


| tan y - tanx| = jsec 2 c| | y — x | > | y - x|, 


(sec 0^1) 


Si x está en (-ti/2, n/2), -x también lo está. Luego, por la parte a. reemplazando 
x por -x y tomando en cuenta que función tangente es impar, se tiene. 

| tan y - tan (-x) | > | y - (—x) | => | tan y + tan x | > ( y + x | 


pet°' 



f’(x) = 


f’l 


PROBLEMA 7. Sean a y b números reales tales que 0 < a < b. Probar que- 

b-a 


b a a 


Solución 













dei <% 

0) 




f '(c) 


( 1 ) 


' C 0 S( 


‘1 


f,(c) 0(1). B) 

C0nsi der and 

Senx -X * 


V x - v y en (-7t/2, ti/2) 

V x, Vy en {-nl2,nl2) 

imilarsi y<x) 

;/2, n/2). Luego, para xeyen 
¡te c 6 (x, y) tal que: 

in x = sec 2 c (y-x) => 

-x|, (Stc92 " 

te es impa'- 
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aplicando el teorema del valor medro a f[x) -1„ x en [a, b], tamo.: 

(1) 


ln b - lna _ 1 

—--, donde a<c<b 

b — a c 


pero, 


0 <a<c<b 


}_ < Inb - lna 1 
b b-a 


I<1<!= 

b c a 

b - ■■■ < ln b - ln a < —~ a 

b a 

< ln b <-^H 
b a a 


< - 
a 


(de (1)) 


[ PROBLEMA 8.] Probar que: 


3 eos'x - eos" (3x - 4x ) = 7t, si |x|á-^ 

Solución 

Derivamos la función: f(x) = 3 cos"‘x - cos"'(3x - 4x 2 ): 


3 , 3 -12x 2 

f'(x) = —-- + 


3 + 3(1 -4x ¿ 2_ 


V 1 -x 2 t/i-(3x-4x 3 ) 2 V 1 -X 2 >/ 1 — 9x 2 + 24x 4 -16x 


( 1 ) 


Se verifica fácilmente que 1 y -1 son raíces de 1 - 9x + 24x - 16x . Usando 
este resultado logramos la factorización: 

1 - 9x 2 + 24x 4 - 16x 6 = - (x - 1) (x + 1)(1 - 8x 2 + 16x 4 ) = ( 1 - x 2 )(1 -4x 2 ) 2 

Luego, regresando a (1): 


ax)——L_+ 3(1 - 4x ^ 


3 + _2ÍL^L = (2) 

2 


Vl-X 2 ^(1 -x 2 )(1-4x 2 ) 2 Vi-* 2 |i-4x 2 |i/i 

Pero, |x| S i=>-is *S± => x 2 4=0 -4 x 2 >-1=>1-4VíO 


1 -4x 


= 1 - 4x 


Ahora, regresando a (2): 

r<«) - 2 4 

V 1-x 2 (1-4 x 2 )V 1-x 

En consecuencia, existe una constante C tal que f(x) C. Per 


3 + _J= = 0 

1-x 2 TT-x 2 
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Ca P 1[ “'° 5. Apfc,^ 



C- f(0) = 3cos 'O -cos _l O = 3— _ * 



[PROBL|MA93 Teorema del valor medio de Cauchy 
Sean f y g dos funciones tal que: 

1- f y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b], 

2- f y g son diferenciables en el intervalo abierto (a,b) 

Entonces 3 c e (a, b) tal que: 

( f(b) - f(a) ) g'(c) = ( g(b) - g( a )) f ’(c) 

Solución 

me C rLl m fu„cio n nef CÍÓn * h¡p6,eSÍS dd * 


h(x) = ( f(b) - f(a)) g(x) - ( g(b) - g(a) )f(x) 


( 1 ) 


Como f y g son continuas en [a, b] y d iferenciables en (a, b), 1 a funciónh 
también cumple estas propiedades. Luego, por el teorema del valor medio, existe 
un c e (a, b) tal que: 


h(b) - h(a) = h'(c)(b - a) 


( 2 ) 


Pero, 


h(b) = ( f(b) - f(a) )g(b) - ( g(b) - g(a) )f(b) = - f(a)g(b) + g(a)flb) 
h(a) = ( f(b) - f(a) )g(a) - ( g(b) - g(a) )f(a) = f(b)g(a) - g(b)fla) 
h'(x) = ( f(b) - f(a) )g'(x) - ( g(b) - g(a) )f’(x) 

Vemos que h(b) = h(a) y , por tanto, de (1) y (3) obtenemos: 
h'(c)(b - a) = 0 => h'(c) = 0 

=> ( f(b) - fía) )g'(c) - ( g(b) - g(a) )f'(c) - 0 
=> («b)~ f(a) )g'(c) = ( g(b) - g(a) )f’(c) 


(3) 
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> cerrado [ a , b], 
valo abierto ( a> b) 


>) f ’(c) 


del teorema del valor 


( 1 ) 

e n (a, b), 1 a función h 
del valor medio, existe 


( 2 ) 

b) + g(a)ffl>) 

- g(b)fl[a) 

(3) 


f *(c) = 0 

f'(c) 

— 


a? 
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PROBLEMAS propuestos 5.2 


„ problemas M t al 4, verificar que la fundón riada satisface Ias 
[ "L del teorema de Rolle en el atiérralo ,adiendo. Hallar lados las paulas c 
liip'¡facen la conclusión del teorema. 

f ^x) * x 3 " 4x ’ t 0, 2 ^ 2 * g M = sen x + eos x - 1, [0, 2 jt] 


3 . h(x) 


.8x 20 - x5O > [°- [0,4] 


En los problemas del 5 al 10, verificar que la función dada satisface las 
,'nótesis del teorema del valor medio en el intervalo indicado. Hallar todos los 
"ntos c que satisfacen la conclusión del teorema. 


5. «*) s 


tt.!g(x)=-+x,[l,2] 

' v x 


7 . h(x) = 2+ 3/T^Í, [1,9] 8.fi(x) = lx( 1+x 2 ), [0, 1] 

9 . h(x) = ln eos x, [0,7t/3] 10. g(x) = tan _l x, [-1,1] 

11. Probar que la ecuación x 5 + lOx + 4 = 0 tiene exactamente una raíz real 

12. Si a > 0, probar que la ecuación x 3 + ax - 1 = 0 tiene exactamente una raíz 
real. 

13. Probar que x 4 + 4x + b = 0 tiene, a lo más, dos raíces reales. 

Sugerencia: Si fl[x )= x 4 + 4x + b. ¿Cuántas raíces tiene f’(x) = 0? 

14. Si a y b son constantes y n un natural, probar que la ecuación 

x 2n+l + ax + b = 0 
tiene, a lo más, tres raíces reales. 

Sugerencia: Sea f(x) = x 2n+1 + ax + b. ¿Cuántas raíces reales tiene f(x) = 0? 

15. Si a y b son constantes y n un natural, probar que la ecuación 

x 2n + ax + b = 0 

tiene, a lo más, dos raíces reales. 

Sugerencia: Sea f](x) = x 2n + ax + b. ¿Cuántas raíces reales tiene f’(x) - 0? 
l6< Probar que la ecuación 3tan x + x 2 = 2 tiene exactamente una raíz en [0, id*\. 
17, Si P( X ) = ( x _ !)( x _ 2 )(x - 3)(x - 4), probar que la ecuación P (x) 

fr es raíces reales. sugerencia: 

^ r °bar que un polinomio de grado 3 tiene a lo mas 3 raí resue lto 2. 

Suponga que tiene 4 raíces y razone como en e pro 
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^suelto'3’ 
C ' Ue 


que: 


19. Probar que un polinomio de grado n tiene a lo más n raíces reales 

Suponga que tiene n + 1 raíces y razone como en el problema resuT'^' 5 
olvides usar inducción. e to L 

20. Si g(l) = 8 y g'(x) > 3 para todo x, ¿cuál es el menor valor posible 
tener g(5)? 

21. Sean ayb reales y n un natural tales que 0 < a < b y n>l.p robar 

na n_ ‘(b - a) < b" - a" < nb n ~'(b - a) 

Sugerencia: Aplicar el teorema del valor medio a f(x) = x 11 en [a, b] 

22. Probar que e x > 1 + x, V x > 0 

23. a. Probar que para cualquier x > 1 existe c 6 (1, x) tal que 

/x - 1 = 1 

x - 1 2-/c 

b. Usar la parte a. para probar que: 

-vfx < — + —, para todo x > 1 
2 4 v 

Sugerencia: Aplicar el teorema del valor medio a f^x) = V"x en [1, x], 

24. Sea g es impar y diferenciable en IR. Demostrar que para todo real a > 0, 
existe c e (-a, a) tal que g'(c) = 

a 

25. Usando el teorema del valor medio, probar que | sen x - sen y | < | x - y |. 

26. Usando el teorema del valor medio, probar que | tan~'x - tan' 1 y | < | x-y|. 

27. Probar que: tan~'x + cof'x = y 

2 

28. Probar que: 2 sen~’x = cos~'( 1 - 2x ), para x > 0. 

Sugerencia: Sea f(x) = 2 sen _l x - cos~'( 1 - 2x 2 ) y probar que f es constante 
f(x) = C. Luego, mostrar que C = 0 


29. Probar que: 2 tan ’x + sen 1 


( 2x ^ í—7t, six£ —1 


V 1 + X J 


71, si X > 1 


En los problemas del 30 al 32, verificar que la función dada satis ^ 0 ar 
hipótesis del teorema del valor medio de Cauclxy en el intervalo indica 1 o- 
los puntos c que satisfacen la conclusión del teorema. 

30. f(x) = senx, g(x) = cosx, en [0,7t/2], 


1. 




f eS 
cud 


2. f eS 

cutí 


3. fes 

Co- 

decrec 


1. 5 


2. 
















: Sr % 
•N 0 

'° r Posibfe 


qu e 


* lp 'ob ar 


en ía, b] 


Pu. 




que- 


V"x en [l,x]. 
ara todo real a > 0, 

;en y | < | x - y |. 
tan -1 y | — I x -Y I - 


que 


fes constan^ 


I# 


dada sal ‘f%ll> r 

Indicad 


-x c n[°- 
e * 
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.SECCION g ^ 

MONOTONIA, CON CAVlDADYCRfTp^- 

PARA EXTREMOS LOCALES S 


se 


Sea fuña función y I un intervalo. Recordemos que: 
j fes creciente en el intervalo I si para cualquier par de puntos x, x de I 

x, < x 2 => f( x ,) < f(x2) 

2 , fes decreciente en el intervalo I si para cualquier par de puntos x x de I 

cumple que u 2 e se 

Xl<X 2 => f(x,)>f(x 2 ) 

3 , fes monótona en el intervalo I si f es creciente o decreciente en I. 


Contamos con un criterio que nos permitirá saber si una función es creciente o 
decreciente, conociendo el signo de la derivada. 


TEOREMA 5.7 Criterio de Monotonía. 


Sea f una función continua en un intervalo I y diferenciable 
en todo punto interior de I. 

1. Si f’(x) > 0 en todo punto interior de I, entonces f es 
creciente en I. 

2. Si f’(x) < 0 en todo punto interior de I, entonces f es 
decreciente en I. 

Demostración 

N Sean x t y x 2 dos puntos cualesquiera de I. Supongamos que X| 2 ^ 

t x i> x 2 ] está contenido en el intervalo I, f es continua 1 x ) 
diferenciable en (x„ x 2 ). Por el teorema del valor medto, ex, S .e c ( .. 
tal que: 

fíx 2 )-flx,)= f(0 (rea-'t. l- 
feto f'(c) >0 y x,-x, >0=> f(x,) - f( x i) > 

. , ce concluye que fes 

f^omo X! y x 2 son dos puntos cualesquiera 

deciente en I 
• Procede como en 1. 
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EJEMPLO l.~| Probar que la función f(x) - V~x es creciente 



dominio. 

Solución 

El dominio de f es el intervalo [0, +oo), en el 
cual fes continua. Además f es diferenciable en 
el intervalo (0, +oo) y se cumple que 

f'(x) =—\= >0, V x e (0, +oo). 

2 vx 

Luego, por la parte 1 del teorema anterior, concluimos que f( x ) =/^ es 
creciente en todo su dominio, [0, +oo). 


La mayor parte de las funciones con las que trabajamos son crecientes en 
algunos intervalos y decrecientes en otros. A estos intervalos los llamaremos 
intervalos de crecimiento y decrecimiento, respectivamente. De acuerdo al 
teorema anterior, estos intervalos están comprendidos entre los puntos donde la 
derivada se anula o no está definida, o sea, los puntos críticos de f. 


aDeri va da 


Cn l °d0 su 



EJEMPLO 2. Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la 
función 

f(x) = 2x 3 - 3x 2 - 12x + 5 

Solución 

Hallemos los puntos críticos de f: 
f'(x) = 6x 2 - 6x - 12 = 6(x + l)(x - 2) 
f'(x) =0 <=> 6(x + l)(x - 2) = 0 
<=> x = - 1 ó x = 2 

Ahora analizamos el signo de la derivada en 
cada uno de los intervalos: 

(-00,-1), (-1,2) y ( 2 ,+oo): 

x e (-oo, -1) O x < —1 => x+l<0yx-2<0=> 

f'(x) = 6(x + l)(x - 2) > 0 => fes creciente en el intervalo (- 00 , 

Este resultado, así como los correspondientes a los otros intervalos, 
sintetizamos en la siguiente tabla. 



Aquí, la flecha ^ indica que f es creciente y 
decreciente. 


la flecha ^ indica que í 


La 


ta 


CH1 T 

El t( 
crítico 
En el £ 
antes c 
(- 1 , 2 ; 
térnun 

SUStitU 

En 1 
ÍTÉÓÍ 


1. Si 


2* Si f 

I 

3 . Si 


lo 


































de decrecimiento de || 



va lo (-*• 


otro s 


intff' 




iíid' ca 1 


fes 


<** 


A pbcadones de la Derivada 
15* 



+QO 



La' 


dice f es: Creciente en (-oo. -1] y en [2> ^ 


:iente «n [-1.2] 


fglTERTO DE LA PRIMERA DERIVADA Para EXTREMOS LOCO c 

E l teorema anterior nos permite determinar, fácilmente cuando " 

,,„co da lugar a un m.mmo local, un máximo local o a nhtmno^T ñ " mm 
rn el ejemplo anterior, examinemos el número crítico -l pi „-r S d ° S casos 

■H* e " el interval ° (-“■ f es creciente y después de l“ 

(-1,2). f « decreciente. En consecuencia, f(-l) = 12 es „„ máx¡ 

lton¡« creciente y decreciente, de acuerdo al teorema anterior, podemos 

sustituirlos por f'(x) > O en (-oo,-1) y por f '(x) < O en (-1,2). 

En términos precisos, tenemos el siguiente teorema. 

r TEOREMA 5.8 1 Criterio de la Primera Derivada para Extremos Locales. 

Sea f una función continua en un intervalo (a, b) y sea 
c e (a, b) un punto crítico de f. 

1. Si f'(x)> O para x e (a, c) y f'(x)< O para x e (c, b), entonces f(c) es un 

máximo local. 

2. Si f'(x)< O para x e (a, c) y f'(x)> O para x € (c, b), entonces f(c)es mínimo 

local. 


^ ^ f (x) tiene el mismo signo en (a, c) y en (c, b), entonces f(c) no es 
«tremo local. 

Y 
Y 


un 




r*(»)<o ¡ r ’(*)> 0 





'^liximo Local 
°* tr aic»ón 


Mínimo Local 


No ha) Extremo Local 
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dela D*ifc 


Las conclusiones de este teorema siguen inmediatamente del Criter¡o 
monotonía (Teorema 5.7). 


| EJEMPLO 3.1 Hallar los extremos locales de la función f(x) = x (5 - x y/3 


Solución 

Paso 1. Hallamos los puntos críticos: 

f(x) = x(| )(5 -x)' 1/3 (-1)+(5-x) 2/3 = ( 3 

3a/5-x 

f'(x) =0 => 5(3-x) => x = 3. 

Además, f(x) no existe en x = 5. 

Luego, los puntos críticos de f son 3 y 5. 

Paso 2. Aplicamos el criterio de la primera 
derivada. Para esto, analizamos el signo de la 
derivada en los intervalos 


(-oo,3), (3,5) y (5,+co). 

Los resultados los sintetizamos en la siguiente tabla: 
3 



+00 




f’(x)=^= + 









AP 





£\ critefic 


criteno 


de o 


significa qu« 

téó®L 



CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION 

Las figuras siguientes, a pesar de ser los gráficos de funciones crecientes en el 
intervalo [a, b], tienen una diferencia resaltante: Ellas se "doblan' en dirección^ 
opuestas. La primera es cóncava hacia arriba y la segunda es cóncava ^ 
abajo. Para definir estos términos con precisión observemos sus correspon ie^ 
rectas tangentes. La gráfica que es cóncava hacia arriba siempre se man ^. a 
encima de cualquiera de sus rectas tangentes. En cambio, la gráfica $ ¡ en 

abajo siempre se mantiene por debajo de cualquiera de sus tangentes. A or ^ ^ 
lugar de las tangentes nos concentramos en sus pendientes, vemos qu^ ^ ^ 
gráficas cóncavas hacia arriba, las pendientes van creciendo, mientras da da 
cóncavas hacia abajo las pendientes van decreciendo. Como la pendien y 

por la derivada, entonces concavidad hacia arriba significa derivada c 



aciói 




















: *caci 


°be s 


dei 





+00 


+ 


_ 2y¡4 es un máximo 


aoN 


crecientes 


ciones u^- , o0 

Jobla"" Apea ' 8 b,ci< 
,s sus 

siíruP re * 

% 

tang en “ oS qiu * ^ 
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“ deCTOÍente ' Este "«"» —. ^ 
>^gg] Sea fuña función diferenciable en u „ i„, ervalo ab¡(mo , 
P^Elpifico de f es cóncavo hacia arriba en I si f' K creciente e „, 
j. El gráfico de f es cóncavo hacia abajo en I si f' es decreciente en I. 



f creciente O f">0 


X 



f' decreciente O f"<0 


Cóncava hacia arriba 


Cóncava hacia abajo 


■teño de monotonía aplicado a la función derivada nos proporciona un 
criterio^e concavidad. La frase: "f es dos veces diferenciable en un intervalo I” 
Unifica que existe f'(x), en todo punto x de I. 


TCÓRÉMA 5.91 Criterio de concavidad. 

Sea fuña función dos veces diferenciable en un intervalo 
abierto I. 

1. Si f "(x) > 0 para todo punto x interior de I, entonces el 
gráfico de fes cóncavo hacia arriba en I. 

2. Si f "(x) < 0 para todo punto x interior de I, entonces e 
gráfico de fes cóncavo hacia abajo en I. 

^mostración 

Simplemente se aplica el criterio de monotonía a la funci 


S^MPLoT] Hallar los intervalos de concavi a va jj ac j a arriba o 

decir, hallar los intervalos don e es 
cóncava hacia abajo. 


Sol 


ll >ción 


fl[x) = x 3 - 3x 2 + 4 
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jr»~r don 

donde f"<*> 

Tenemos qd®- 6 ji _ 6 .«x-1) 

f(«)-3x ! ' to y ' ‘ ’ 

Luego, 

f-íx) =0« x=1 > . , 

Para resumir tenemos la siguieme tabla. ^ 
-00 


Y 


4 

W 1 

—"H— 

-1 / 

1 2 


f"(x) =6( + ) = + 

Los símbolos U y n significan cóncava hacia arriba y cóncava hacia abajo, 

respectivamente. 

Luego, el gráfico de fes cóncavo hacia abajo en el intervalo (-oo, l), y es 
cóncavo hacia arriba en el intervalo (1, +°o). 

PUNTOS DE INFLEXION Y NUMEROS CRITICOS DE 
SEGUNDO ORDEN 

En el gráfico del ejemplo anterior el punto (1, 2) es un punto muy especial para 
3 Pr u c ' samente ’ en este P unt0 el gráfico cambia de cóncavo hacia 
• n 'a C " cavo acia arr ‘ba. Por esta razón a este punto se le llama punto de 
„■ 0bservarque P arael P«o de Inflexión (1,2) se cumple que f'(l)=0. 


es im Una llnC ' bn contmua en c. Diremos que el punto (c, ftcil 
hacia de ' nf * ex ‘^ n del gráfico de f si éste es cóncavo 

lado 1 a a un lado de c y cóncavo hacia abajo en el otro 

Si (c, fíe)) es un punto de ¡nfi 

3 c debe cumplirse que | os s ¡ " ¿ de la func ¡ón y = fl[x), para los x cercanos 

istintos. E n el mismo nunt ° S | 6 f ^ antes de c y después de c deben ser 

existe, debe cumplirse q Ue f a deriVa da f"( c ) pue de o no existir, peros 1 
cr íf ¡„ X ' 0n . SOn los puntos donde f..7 °' Lueg0 ’ ,os candidatos a ser puntos d J 

scgun °| * ' a func '»" derivada r. ~ ° ° f " (c) n0 «liste. 0 sea los nlll " ír#i 

gundo orden de f. ^ f • a 'os que lla mar e mos „ úme ros crítlcosd.d' 


C»p 


ítul o 


S olU 

pas» 


ció 


poi 
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>a y cóncava hacia abajo, 
mervalo (- 00 , i), y es 


UTICOS DE 


lunto muy especial para 
mbia de cóncavo hacia 
o se le llama punto de 
cumple que f"(l) = 0. 

os que el punto (c, f(c)) 
le f si éste es cóncavo 
hacia abajo en el otro 


x), para los x cercanos 
después de c deben ser 
í o no existir, pero si 
latos a ser puntos de 
¡te, o sea los números 
ímeros críticos de de 


5 1 Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión del 


<00^ gráfico de la función 


fXx) = - x 4 + 6x 2 - 1 


gol»' 


c ión 


paso 


j. Húmeros críticos def's 

. . _ 4 j^ + 12 x —** 
f'(x)*' 4X 

f ,, (x) = -12x 2 + 12 = -12(x + l)(x - 1) 
fll(x) =0 <=> -12(x + l)(x - 1) = 0 
<r> x = —1 ó x = 1 
Los puntos críticos de f' son -1 y 1 . 


paso 2. Signo de f" en (-co, -1), ( 1,1) y (l,+a>). 

Tenemos la siguiente tabla: 

-1 



+00 


-00 

f"(x) = - (-)(-) = ~ 

f"(x) =-(+)(-) = + 

f"(x) =-(+)(+) = - 

n 

u 

n 


Luego, el gráfico de f es cóncavo hacia abajo en los intervalos (-« -1) y 

( 1 , + 0 Q), y es cóncavo hacia arriba en (- 1 , 1 )- 

La tabla, además, nos indica que hay cambios de concavidad al pasar por 1 y 
por 1. En consecuencia, tenemos dos puntos de inflexión. 

(-!, f(-i))=(-i, 4) y (i’fli ))=(1 ’ 4) ;_- 


WgPLOó] Dada la función g(x) ¥^2 + núme ros críticos de 

a. Los números críticos deg, 

segundo orden de g. 

b. Los intervalos de concavida . 

c. Los puntos de inflexión. 

Solución 

a ' Juntos críticos de g': 































El gráfico es cóncavo hacia arriba en (-00,2) y hacia abajo en (2, +oo) . 

c. De acuerdo al resultado anterior, (2, f(2)) = (2,1) es un punto de inflexión. 

El siguiente ejemplo nos presenta los conceptos de concavidad y de punto de 
inflexión presentes en la vida real. 


EJEMPLO tH Se vierte agua a razón constante (un volumen fijo por unidad de 
tiempo) en el frasco mostrado en la figura. Construir un gráfico 
de la altura del agua en el frasco como función del tiempo 
h = f(t). 

Solución 

Sin duda que la función h = f(t) es creciente. Aún más la velocidad con que 
crece la altura h del agua es variable. Al inicio, debido a la forma del frasco, la 
velocidad v(t) con que sube e¡ agua crece hasta llegar al cuello del frasco (cuando 
h - f(t|)). A partir de este punto, la velocidad es decreciente. En resumen: 

!• v(t) es creciente en [O, t,] y, por tanto, v'(t) > O en (O, ti) 

2-\(t) es decreciente en [t|, t 2 ] y, por tanto, v'(t) <0 en (t,, t 2 ) 



A , donde 


c rITE^ 

La seg' 

^turalez: 


Demos 1 

Come 

l.Corrv 


Es 

ha 

2. Con 


Solu 

H 
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= f '( t ) y, por tanto, v'(t) = f "(t). Luego, de (1) y (2y 

pefO’ 

en(0» t|) y ( 4 ) f”(t)<0 en( tl , t 2 ), 

(3) f 1 ’ 

ncluimos que el gráfico de h - f(t) es cóncavo hacia arriba en (0 t,) 
d< dondC hacia abajo en (t,, t 2 ) yque(t,, fft,)) es un punto de inflexión. 

„c cónca v0 


^TERlO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA EXTREMOS LOCALES 
C da derivada nos proporciona otro método simple para determinar la 

número oto». 

Criterio de la segunda derivada para extremos locales. 

Supongamos que f'(c) = 0 y que f" es continua en un 
intervalo abierto que contiene a c. 

1. f"(c)>0 => f(c) es un mínimo local. 

2. f"(c)<0 => f(c) es un máximo local. 

Demostración 

Como f'(c) = 0, c es número crítico. 

1 Como f"(c) >0 y f" es continua en c, existe un intervalo abierto I tal que 

f "(x) >0, V x e I. 

Esto significa, por el criterio de concavidad, que el gráfico de fes cóncavo 
hacia arriba en el intervalo I. En consecuencia, f(c) es un mínimo local. 

2. Como f"(c) < 0 y f - es continua en c, existe un intervalo abierto I tal que 

f "(x) <0, V x e I. . 

Es,o significa, por el criterio de concavidad, que el gráfico * < ^ C0 " C¡,V “ 
hacia abajo en el intervalo I. En consecuencia, ffc) es un 


EJEMPLO 8. I Determinar, aplicando el enterro .de^la 
segunda derivada, los extremos locales de 

«x)-f + x 2 + 3x-4 • 

Solución 

Hallamos los puntos críticos: 

f'(x) = - x 2 + 2 x + 3 =-(x + IX* - 3) 

_ x = -l ó x = 3 

f'(x) =0 <=>-(x+ I)(x — 3) — 0 
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Los puntos críticos de f son -1 y 3. 

Aplicamos el criterio de la segunda derivada. 

f”(x) = - 2x + 2 = -2(x - 1) 

Como f "(-1) = —2(—1 -1) = 4 > 0, entonces f(-l) = - y es Un 
Como f' ’(3) = -2(3 - 1) = - 4 < 0, entonces f(3) = 5 es un máximo l 0Cal 


EXTREMO LOCAL UNICO EN UN INTERVALO ARBITr AR|() 

El teorema del valor extremo (teorema 5.1) garantiza la existencia de val 
extremos de una función continua en un intervalo cerrado [ a 
Desafortunadamente, no tenemos un teorema de ese calibre para intervalos q Ue n 
son cerrados. Sin embargo, algo podemos conseguir si sabemos que una función 
continua tiene un único extremo local en un intervalo cualquiera I. El intervalo 1 
no tiene ninguna restricción. Este puede ser abierto, cerrado, semicerrado, finito o 
infinito. 


TEOREMA 5.11 Un extremo local único es un extremo absoluto. 

Sea f una función continua en un intervalo I. Si f(c) es un 
extremo local único en I, entones f(c) es un extremo 
absoluto. En términos más precisos: 

a. Si f(c) es un máximo local en I, entonces f(c) es un máximo 
absoluto de f en I. 

b. Si f(c) es un mínimo local en I, entonces f(c) es un mínimo 
absoluto de f en I. 

Demostración 

Ver el problema resuelto 3. 


EJEMPLO 9. | Hallar los extremos absolutos de fixl = x + —, en el intervalo 

x 

abierto (0, +oo). 

Solución 

Números críticos: 

f (x) - 1 ~= 


X 2 -l 


X X 

f'(x) = 0=> x = 1 o x = —1 
Desechamos a -1 por no estar en (0, +oo). 


cierta 0,5 


ejemplo nos 
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onces fíe) es un mínimo 
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J*>'° 




el 


crítico de la segunda derivada a 1: 

f"(x) = T ^ f "(t) ~ 3 _2>0 

x 1 


1 4 . 1 = 2 es un mínimo local. 

2 es el único número extremo local en (0, + 00 ), entonces f(l) = 2 
s “”°mo abso luto de f en el intervalo ( 0 , +co )- _ 

1 intervalo I del teorema anterior es semiabierto: [a, b), (a, b], [a,+») o 
S * £ i 1 nosible que f tenga los dos extremos absolutos. Es claro que, de ser así, 
(-oo, b], es P xtremQ ^ ebe e j va j or ¿ e \ a función en el extremo cerrado. El siguiente 

ejemjnos ilustra esta situación. 

Si es posible, hallar los extremos absolutos de la función 
f(x) = 9xe x , 
en el intervalo [ 0 , +co) 

Solución 

Hallemos los números críticos: 
f’(x) = -9xe~ x + 9e~ x = -9e -x (x - 1) 

f(x) = 0 => -9e~ x (x -l) = 0=>x=l 

f tiene un único número crítico, que es x = 1 , 
en el intervalo [ 0 , +co). 

Apliquemos el criterio de la segunda derivada. 
f"(x) = 9e -x (x- l) - 9e' x =9e x (x-2) 

f"(l) = 9e _1 (l - 2) = — ^ <0 

i nnr ser el único 

Luego, Kl) = 9(l)e -1 - 3,3 es un máximo local, el cua 

enel» nterva ü ’ 

extremo local, f(l) = - » 3,3 es el máximo absoluto = 0 es 

C fT0) = 0- conClUÍ 

Por otro lado, como 0 < f(x) P ara x ^ ® ^ 
el mínimo absoluto de f en [ 0 , + 00 )- 
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Hir 8 RESUELTOS 5.3 

adjunto es el gráfico de la derivada 4, 

El g rafic t nlia f Determinar: -% 

pRpBLÉMAJ^ funCÍÓn continua • 

US intervalos de m0n °”" dKÍd¡r la clase de 

eíKm „d=ooncav.áa«*f- 

^^roscri,icos ae segundo ordendef, 

d '¿ puntos de mllexion. 

c Esbozar el gráfico de sabiendo que f( 

T „„e f'(x)>o en los intervalos (0, l),(2,'3), (5, + 00 ) y que f'(x)<o ra 
|M intervalos ( 1 ,2) y (3,5). Luego, fes creciente en [0, 1], [2, 3], [5, +«),„ 
decreciente en [ 1 , 2 ] y [3, 5]. 

b. Son números críticos: 1, 2, 3, y 5. En efecto: 

f '(l)= f'(3) = f'(5) = 0 yno existe f*(2). 

La p arte a y e 1 criterio de 1 a primera derivada nos dicen que f(l) y f(3) son 
máximos locales y que f[2) y f(5) son un mínimos locales. 

c. f'(x)es decreciente en (0, 2) y en (2,4). f'(x)es creciente en (4 +oo). Luego, 

f es cóncava hacia abajo en (0, 2) y en (2, 4), y es cóncava hacia arriba en 

(4, +oo). 

d. La gráfica nos muestra que f' tiene un 
mínimo local en x = 4 y, por tanto, 
f (2) - 0. Por otro lado, como f' es 

discontinua en x = 2 , no existe f"( 2 ). 
smfndn^T 05 ^ 05 nÚmeros críticos de 

< 4 iW)«u„P»n,odeM« ió q n Ue SOl ° 

c “^it o r s6, °- 

Precisión en cuanto a i. ’ j m rauch a 

P un,os notables u ° rde " adasde 
ord ^as son desconoció que es,as 


y = f(x) 



sol 1 
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derivada f- 




de 


üna 



y que f'(x)< o en 
3], [5, +00) y e$ 


e f(l) y f(3) son 

(4 +oo). Luego, 
a hacia arriba en 


f(x) 



Dada la función f(x) = x 4 e~ x 
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monotonía. 


- , uaU a - v - - L - ha Har: 

p gOl>^^ a> Los números críticos. b. los intervalos de 

c . Los extremos locales. 

d. Los números críticos de segundo orden, 

e. Los intervalos de concavidad, f. Los puntos de inflexión. 


S '^ Vos Críticos e Intervalos de monotonía 

f'(x) = 4x"e 

.3 


_ X V X 


x J (4-x)e 


- X 


r(x) = 0 <^> X 3 (4-X)e x = O => x = O ó x = 4 


Los puntos 


críticos son O y 4. 


b. Intervalos de monotonía: 


-oO 


+00 


f’(x) =(’")(+)(+) 

\ 


f' (x) = (+)(+)(+) = + 

f'(x) =(+)(-)(+) = - 

/ 

\ 


La función f es decreciente en (-oo, 0] y en [4, +°o) y es creciente en [0,4]. 

c. Extremos relativos. 

El cuadro anterior y el criterio de la primera derivada nos dicen que: 

A , . , , „ e(A \- a V 4 = 2*1 * 4,7 es un máximo local. 

f(0) = 0 es un mínimo local y t(4) - 4 e 4 

c 

d. Intervalos de concavidad y puntos de inflexión 

f"(x)- 12x V : «- 4x V« - (4x 3 e-* -xV : *) = *V - + 12 >‘‘' =“ 

f"(x) = x 2 (x - 2 )(x - 6 )e‘*. f"(x) = 0 => x-0, x-2 6x = 6 

Los números críticos de segundo orden son. O, 2 y 6. 
e ' intervalos de concavidad: 


'QO o 




r'(x) = 

r'(x)= 

(+)(-)(_)(+ ) = + 

(+)(-)(-)(+) = + 

(+)(+)(-)(+)=- 

u 

u 

n 


+00 


r’(x) = 

(+K+x+)( + ) = + 

u 
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,5- 


Aí> 


c>r 



un 


b gráfica * f es 
de inflexión son- 

,6e-VP. W) 

(2, fl25> _ t • 

,(6, 1296e-‘)*(^f. 


PS55E1MS3 P c° b3 f ula^úncl'dn^continua en un intervalo 1. Si ftien, 
- Rg -' Sea f U " 0C al único en I. entonces ese extremo local «„ 

extremo absoluto. Aún mas, 

c- n» es un máximo local en I, entonces f(c) es un 

" S :„£mo absoluto de f en i. 

b Si f(c) es un mínimo local en I, entonces f(c) es un 
mínimo absoluto de f en 1. 

Solución 

Probamos sólo la parte a. Para b se procede en forma similar, 
a. Sea ffc) an máximo local y es el único extremo local que f tiene en el intervalo 
I. Por definición, c es un punto interior de I. 

Procedemos por reducción al absurdo. Si f(c) no es máximo absoluto, existe 
un d en I tal que f(c) < f(d). Supongamos que c < d. Por ser f(c) un máximo 
local, existen números X|, entre c y d, tal que 

flx,) < f(c) < f(d) (1) 

Pero, por el teorema el valor intermedio, 
existe un número e en el intervalo cerrado 
[c, d] tal que f(e) es el mínimo de f en [c, d]. 

w < Luego, C < e < d V fíe) es 



1- 


ysqU' 


eja r 


f&r 


, 6 osd ueia 
% f(2) 













locaciones 


“'■«O. 


1v, 


% 


rva, ° 1 Si f tl v n 
eX,rem o local ¡¡ 

entonces f( c) Cs un 
monees f( c) cs Un 


tiene en el intervalo 

»absoluto, existe 
c) un máximo 


cS'° 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.3 


ráfico de una función f que cumple: 

,**“‘1*2 r(2)-o, 


f "(x) > 0, V x e IR 

K¿) - 

I gráfico de una función f que cumple: 

i Bos £ l uejar * No existe f 1 (2) , f "(x) > 0 si x < 2. f ’Vx'l < 0 si x > : 
fí2) = 2 ’ 


f(2) : 

,. hui o adjunto es el gráfico de una la 
3, dl UJ f , de una función continua f. 
deriva^ 3 

°fus números críticos de f 
h Los intervalos de monotonía. 

Los números críticos que correspondan 
C ’ a máximos o mínimos locales 

4 El dibujo adjunto es el-gráfico de la segunda 
derivada f" de una función f. 

Determinar: 

a. Los números críticos de segundo orden. 

b. Los intervalos de concavidad. 

c. Los números críticos de segundo orden 
que correspondan a puntos de inflexión 


Y 


A 


r 

V /* 2 \ 4 x 



En los problemas del 5 al 18, hallar: 
ar Los números críticos, 
jz Los extremos locales 
¿ Intervalos (le concavidad 

5.jf^x) = —2x 2 - 8x + 3 3 

2. f(x) = x 3 + 3x 2 - 9x + 12 

9.h(x) = x 4 + 2x 3 -3x 2 -4x+ 1 
11- ffx) = (x - 6) x/x 
l3 - g(x) = x | x | 

• 5 . f(x) = xe* 2 

17- g(x) = cos 2 x - 2 sen x, en [0, 2 n] 


b. Intervalos de monotonía. 

d. Los números críticos de segundo orden 

f Puntos de inflexión. 

6. f(x) = x 3 - 3x + 1 

* 8. g(x) = x 4 - 2x 2 + 4 

x 

10. g(x) = x _ 2 

12. f(x) = 2x 1/3 +x 2/3 

14. h(x) = x - ln x 

^ 16. f(x) = x - 2 sen x , en [0,2 n] 
18. h(x) = 2x - sen _1 x, en [-UJ 


• - tos x - l sen x, en ¿.n j f 

£ ii los problemas 19 y 20 , bosquejar el gráfico de la función c 
SJ tisface las condiciones dadas. 

1, f(*)>0s¡ x<0 ó 0<x<3.f(x)<Osíx>3 
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f(0) 


*0,K0) 


f'(3)' 0 ’ " 3) ' 4 


I0) 2<< <s, f"W >0si 0< x<2 óx >5 

f " (x)<0S ' < 2 °r(x) <0si 2<x <5, f ' (x> ' lsix>5 ' 

20 ' f ' W>0SÍX< "„,l-2. No existen n 2 )yf'( 5 ). 

. _ flM") = 0, H—/ 

« 0) " n ' , 4 < x < 5, f"(x)>0 Si 0 <x < 2 ó 2 < x <4 

f " (x) -,1 v 22 se dan las gráficas de la derivada r ,, 

En los pro*'"* ’ 

/mc m c«mw f- De,er 

Lo, número, critico, def- 

t Loslnteml,sdemo«otonlndef 

ó. lo, números critico, t,ue dan losar a extremo, ¡ocote,. 

1 Los números critico, de segundo orden def. 
e. Los intervalos de concavidad def. 

/ Los números críticos de segundo orden que dan lugar a puntos de infkxión, 
g. Esbozar el gráfico. 

22 . 




V 



























0 


3 

r 





/ 

V 


r 


< 



L 

j 








L 


r 







+ 


\ 















Y 


•**- f - 

. i— 

1 1 



/-A 0 

i\ 1 fs \ 

/ \ 

; 


razón constante E t* i<? tiene j arr °nes en los cuales se vierte agua a uní 

corno función de"ti^ “ Í<W °’ esbozar 1(1 gráfica de la función altura del fl?“ J 
inflexión. e,n po, h - f(t). Mostrar la concavidad y los puntos it 


23. 



24. 



En los p roblen 

25. h(x) = 4 lt ^ rVal °picado! “ 6> ,Ulll(lr Ios extremos absolutos de laf unL 
3 X 


('QO. 


+00) 


24. g(x).= 4 - 2(x - 1) 


2/3 


en 


[0. 


+oc) 

































A Pl>cac, c 


’ ^ la 







6 2 <X< 4 

' a {ler ivac¡a f . 


</<? 


‘'//o 


' unt °s de ¡nJtcxHn 


y° 
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3 9.P r0 


( 0 , e) 28 - h(x) = (x + l)e~ x (-oo, +00 ) 

< ln Xi _ 3 2 

función cúbica f(x) - ax + bx + ex + d tiene uno y sólo 
que una 1 


un 


^flexión 


y r 3) 


punt función cúbica f(x) = ax 3 + bx 2 + ex + d tiene por raíces a r,, r 2 
}0 ‘ S ' 3 u e la abscisa del punto de inflexión es x = | (r, + r 2 + r 3 ) 

Íl^^Mx-r.Xx-.Xx-r,, 

n cóncavas hacia arriba en el intervalo I, probar que f + g es 
}l cóncia hacia arriba en 1 . 

citíva v cóncava hacia arriba en un intervalo I, probar que la función 
ii Si f es P os , 3 . 

} ^ = [f( x )] es cóncava hacia arriba. 

33 sean f y g positivas y cóncavas hacia arriba en el intervalo I, probar: 
a Si f y g son crecientes, entonces fg es cóncava hacia arriba en 1. 
b Si f y g son decrecientes, entonces fg es cóncava hacia arriba en 1. 



• vierte agua a una 
ón altura del a£ua 
I y los puntos de 



tai de lafunc^ 

I)** en [ 0 . +o0) 


SECCION 5.4 


FORMAS INDETERMINADAS. REGLA DE 

L’HÓPITAL 

Un limite de una función F(x) toma una forma indeterminada en x a si al 
evaluar Lim F(x) mediante las leyes de los límites, (ley de la suma, del cociente, 
x->a 

etc.), se obtiene una de las siguientes expresiones: 

0 ( 


'0 oo°. r 


0 oo 

- , — , 0-CO, 00 - 00, 

0 oo 

Estas expresiones se llaman formas indeterminadas. 

Asi, 

O _ n 

1. Lim tiene la forma indeterminada - en x U. 

x ->0 x 


2. Lim — tiene la forma indeterminada - en x ' 

X -*+* X 

3. Lim (i-1—1 tiene 

x-*Ovx senxj «, _ „ 

4. Lim (I*,) 1 » 1 tiene la forma indeierminada enx-O. 

X-*0 + 


la forma indeterminada oo-ooenx 0 . 
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318 ¿ una de estas formas indeterminadas. ^ 

A continuación estud ^ ^ 

A Ocurriendo a Pf >* «■> «* ^ * "**« *«* 

resuelto d m0 la regia 

técnica, conocías 0 «, 

Regla de L’HSpital. indeterminadas - y w 

|ÓrÉMA5A] 8 

S ’ , f v o son funciones diferenciales y g'(x) n 0 cerca 

día excepto posiblemente en a. 

t • fívl =0 y Lim g(x) = 0 
2. Lim f(x) u y x _> a 

x->a 

o 

Lim m =±“ y ?“ gW ‘ ± '“ 

x-> a 

f 

• * a lim (finito o infinito) 

3. Existe um , v 

x-»a g (x) 

Entonces t 

f(x) .. f ( x ) 

lim —r _ 1,m , 

x-> a g(x) x->a g (x) 

El teorema también es válido para límites laterales o infinitos. Es decir, se 
puede reemplazar x -> a por x -» a , x -> a ,x—> + 00 * x —> 

casos: 




fu 


La forma — es una manera abreviada para resumir cuatro 

oo 

-f-00 4"(X) —CO —CO 

4-00 —oo 4-00 — 00 

Demostración 

Ver el problema resuelto 11 para el caso 0/0. Omitimos el caso oo/ 00 - 


** en^ 


Lat 


EJEMPLO 1. Hallar Lim 


x 3 -x 2 + 2x-2 


x —>1 In x + x - 1 

Solución 

Verifiquemos que se cumplen las hipótesis de la regla de L’Hópital. 













lories 


de ■an 





Índe te rmi - 


na da s 


Us 


título 3 v , 

' ar,e Presel* he »>os 


QO 


00 


es y g'(x) * o 

■= o 


cerca 


Lim g(x) = ± oo 
x -> a 


o o infinito) 


^finitos. Es decir, se 

x —> 

iatro casos: 


•aso 


oo/°°- 


L’Hóp‘ tal 
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r a s funciones f(x) = x - x + 2x ~ 2 y g(x) = ln x + x - i son 
1* 1 _ vecindad de 1 (cerca de 1) y 1 son diferenciabas 

en un» j 

g'(x) = - + 1 y> Por tanto, g'( X ) * O cerca de 1. 

2 . Lim (x 3 -x 2 +2x- 2) = l-l+2-2 = 0. Lim (ln x + x-1) = ln 1 + i _ ¡ = 
x-*l 

T ron el límite dado es una indeterminada del tipo - 

Lueg u > r q 

Pv(x 3 -X 2 +2x ~ 2 ) = Ljm 3x 2 - 2x + 2 = 3(1) 2 -2(l) + 2 
3< D x (lnx+x-l) x-*l 1/x + 1 1/1+ 1 

= 3-2 + 2 _ ^ 

1 + 1 2 
que: 


1 + 1 

La regla de regla de L’Hópital nos dice que: 


x 3 -x 2 + 2x-2 
Lim- 


D x (x 3 -x 2 +2x-2) _ 3 


^ X v ^ ^ ^ J 

I im--- Lim t \ 

X _>1 lnx+x- 1 x —> 1 D x (lnx+x—l) 2 


NOTA | En el ejemplo anterior hemos sido minuciosos: Hemos verificado todas 
las hipótesis de la regla de L’Hópital. En los ejemplos y problemas que 
siguen, con el ánimo de simplificar la exposición, sólo nos ocuparemos 
de la hipótesis 2, para reconocer el tipo de indeterminada. a 
verificación de las otras hipótesis queda a cargo del lector. 


EJEMP LO 2.1 Hallar Lim 

x->(ti/ 2)- cot2x 

Solución 

Tenemos que: 


+00 


Lim tan x = +oo y Lim cot2x —oo. Este límite es un caso ^ 

X ~>M~ x-+(r/2)" 


Aplicando la regla de regla de L’Hópital: 
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ln_í_ = o, donde p > 0 

3^]Probarque: ^*¡! a0 x p 

. muestra que cualquier potencia positiva x p h 
ESB r£S “ a función logarítmica y - ln x. En otras pal ab '<• 
domina • “ ¡ dc a +oo más lentamente que c „ , ; » 

ñtnción y - " p 
potencia positiva x dex. 


+00 


\ 

Solución 

Tenemos que: p _ +o0 Este límite es un caso 

, nv = +oo, Lim * • + oo 

Lim m x x-* +co 

de regla de L’Hópital: 


x _>+°0 
Aplicando la regla 


Lim 

X —» +°0 X 1 " 


l n v . . Px * n _ = Lim —“~i Lim __i 

1 HL = Lim - „ _J.-I.ro nvP -1 X->+00 x^xP - ') 


► +C0 


D x (xP) *^ +0 ° P x * 


i i = i ( _L 1 = —( 0 )=o 
= - Lim p l +00 

p x _>+oO X P r V 




ítu 


10 


AP 1 








En algunos casos es necesario aplicar la regla de L’Hópital más de una vez. 6, 

el siguiente ejemplo la aplicamos 2 veces: 

r . --—, ln(l + e x ) 

I EJEMPLO 3. | Hallar Lim -—- 

X -> +C0 a¿X 


Solución 


+oo 


Lim ln(l + e x ) = + oo, Lim 2x = + oo. Este límite es un caso — 


x —> +00 X -> +00 

Aplicando la regia de regla de L’Hópital: 
,x 


Lim l = Lim thl L = Lim , 

x-++ c0 2(l"b® ' 


Lim iüi!- e > = Lim Pi 1 "* 1 ^) = 
x ~* "too 2 x x —> +co D x ( 2 x) x—>+oo 2 

El último límite también es del tipo oo/oo. Volviendo a aplicar la regla de 
L Hopital: 


Lim lililí!) = Lim e x e x 1 

2x -*w = , L i:.¡e = í 






























VlJcaa 0 n es 


deIa o e 






>0 


Positiva vP 


fencia 

x - En otras'pa| ? r 'k jt, 
ámente gu rí b,as . la 


'i caso 

■+■ QO 


x(pxP~') 


cual 


9uie r 


más de una vez. En 


i caso 


+00 
+ 00 


Lim 
* —>+oo 2(l + e x ) 

licar la regla de 


C*r 
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e* 

rX] Pr° bar ^ ue: ~¡¡ ~ ■ hn » dondc n es un entero positivo. 

Este resultado los muestra que la función exponencial y = e x 
domina a cualquier potencia positiva x n de x. En otras palabras, 
la función exponencial tiende a +oo más rápidamente 
cualquier potencia x de x. 


que 


Solución 

Tenemos que- 


x _ +00 v Lim x n = +oo . Este límite es un caso 

Lim c x-^+ro 


X_»+® 


+00 
+ 00 


Aplicando la regla de regla de L'Hospital n veces: 


i c = lim Px ^ C - = Lim —-—- = Lim -——-r- 

x L Jt x n D x (x n ) x-++® n x n_ x-»+oo D x (nx n ') 

X 


= Lim D x(e X ) 


= Lim 



n-2 


= Lim 


x —> +co n(n - l)(n - 2).. . 1 x 



= Lim = _L Lim e x = (+«>) = +c ° 

x —>+co n! n! x->+« n - 

PRECAUCION. | Antes de aplicar la regla de L'Hópital^ se debe te ^^ a 
precaución de verificar que las hipótesis de esta se cumplem 
Los dos siguiente ejemplos nos muestran como se llega 
resultados errados cuando no se tiene tal precaución. 

-sen 2x 

EJEMPLO 5.1 Hallar Lim - 7 

X-+O x + x 

Solución 

Es un caso 2. Aplicando la regla de L’Hóspital dos veces se tiene: 

sen 2x _ 2cos2x _ y m Z 4scn — = O 

ÍTo x + x 2 ~~ xTo l + 2x x->0 2 

Este resultado es incorrecto. Esto se debe ? ue el se g u„do Me no es un 
forma indeterminada. En efecto, Lina -eos 

x —> V 

El resultado correcto es como sigue 
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‘ ‘n De, 


Lim 


sen 2x 


x->0 x+ x' 


2 eos 2x 

Lim “ , i. - 

x-*0 > + 2x 


Lim 2 eos 2x 
x -> 0_ 

Lim (1 + 2x ) 

x-»0 


_x + sen x 

EJEMPLO ój Hallar x _ cosx 


Solución 

Es un caso í. Aplicando la regla de L'Hópital se .¡ene: 


Lim 


x + sen x 


= Lim 


1+ cosx 


x _> +oo 1 + sen x 


x -+ +oo x - eos x 

El último límite no existe. En efecto, para x = 2nn y para x - (2n+l)7i, Conn 
cualquier entero, se tiene: 

1+cos2nx_ l+i = 7 v 1+ eos(2n + l)7t _ 1-1 _ Q 
1 + sen 2nx 1 + 0 1 + sen (2n + 1 )it 1 + 0 

Esta oscilación nos prueba que tal límite no existe y, por tanto, no se cúmplela 

hipótesis 2 del teorema, la cual pide la existencia de • 

Pero, tengamos cuidado. Esto no implica que tampoco exista el limite inicial. 
Lo único que nos dice es que si el límite inicial existe, esto no puede hallarse 
usando la regla de L’Hópital y, por tanto, se debe buscar otro método. Así 
procedemos a continuación: 


. . x + sen x . . 
Lim - = Lim 


x 1 + 


sen x 


. +oo x - eos x 


X _> +oo i j _ eos x 


= Lim 


x-»+oo 


PRODUCTO INDETERMINADO. Indeterminada 0-°o 
Se busca Lim f(x)g(x), si se cumple que Lim f(x)=0 y Lim g(x) =- 00 



x-> a 


x—> a 


x-»a 


La indeterminación 0-°o se transforma en 0/0 ó oo/oo cambiando el producto 
en cociente: 

f(x) g(x) = —p- ó f(x) g(x) = 


g(x) 


f(x) 


EJEMPLO 7. Hallar Lim xlnx 


x->0 


Solución 













































(fulo 5. ApI.caaone St , 0|a] 


e <iv, 


a da 


7 = 7 = 2 


e tiene: 


nTt y para x = (2n+iw „ 

;7C> c o n n 

n + l)n l-i 
» + l)7t ~ 1 + 0 ~ °' 
y, por tanto, no se cumple | a 
Lim Ií*> . 

K -++00 g( x ) 

ipoco exista el límite inicial. 
*iste, esto no puede hallarse 
~>e buscar otro método. Así 


1 + 


n 


sen x 


x 


1 + 0 


+00 | _ eos X 1 _ o 


= 1 


terminada 0-oo 
= 0 y Lim g(x) = ±°° 

x -» a 

3 cambiando el producto 

(x) 

l 

x) 
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_ o y Lim ln x = -oo. Luego, es el caso 0-oo. Bien, 

s ' x-+0 + 



I" 11 , 

ln x 

„ x ln x = Lim + ~~T 

■ x ->o + - 

j-*° x 


= Lim 

x-»0 + 


1/x 


-l/x 2 “ - n+ 


(oo/oo) 


= Lim (-x) =0 

x->0 + 


DIFERENCIA INDETERMINADA. Indeterminada oo - oo 

. Lim [f(x)- g(*)]- Se cumple: Lim f(x)= oo y Lim g(x) = oo 
Se busca x->a x -+a 

indeterminación oo - co se convierte en otra de la forma 0/0 ó oo/oo, 
^formando la diferencia f(x) - g(x) en un cociente de funciones. 


fpÉMPLÓlD Hallar Um . 

' —' " x-+0 + 


Solución 

Lim 

x-»0 + 


j_ 1 
x sen x 


]_ _ 1 _ 

x senx 

. sen x - x 
= Lim- 

x -+ 0 + xsenx 


= Lim 


x->0' 


cosx - 1 


( 0 / 0 ) 

(0/0) 


i+ x cosx + sen x 


= Lim 


-sen x 


x-+0 


,+ -xsen x+ 2cos x 


= o=o 


0 rrP 1 00 

POTENCIAS INDETERMINADAS. Indeterminadas 0 , , 1 

Se busca 

Lim [f(x)] e(x) • 


O) 


x-+a 


Son posibles las siguientes formas indeterminadas. 

1. Lim f(x) = 0 y Limg(x)=0, indeterminada 0 o 
x-+a v - k!1 


x->a 


2. Lim f(x) = oo y Lim g(x)= 0, indeterminada »' 

x-+a x-+a 

3. Limf(x)= 1 y LimgM=±*. indeterminada 1 

x-+a x-+a 
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‘vadj 


r irvl 1 g(x) y tomamos logaritmo tenemos: 

Si hacemos Y" lny = g( x) ln f(x) (2) 

, hemos transformado a cualquiera de las tres indeterminada, 

D£ eSte Tva conocida indeterminada 0-co, la cual, como ya sabemos, „ 
anteriores en la ya 

transformada en 0/0 o co . 

si Limlny. <’ 

" t co „,,„ JdS de 1. tocio» logaritmo nos pemüte meter el lá* 

dentro de ln y. En consecuencra, de (3): 


.,Lm 1 ny.ln(Llmy)-ln( x Um | Wl EW ) 

Lim[f(x)] 8W =e L 


x-»a 


y el problema queda resuelto. 

En resumen, se procede en tres pasos: 

1. Se toma logaritmo y se simplifica: y= [f(x)] 8(x) => ln y - g(x) ln f(x) 

2. Se halla Lim g(x) ln f(x) = L 


x->a 


3. Lim [ f(x)] B(x) = e L 


x->a 



EJEMPLO 9. | Hallar Lim x 1 + tn x 
x-> 0 + 

Solución 

2 o 

Tenemos que Lim x = 0 y Lim - = 0. Este es un caso 0 . 

x-»0 + x-»0 + 1 + 1° x 


Ahora, 


y = x 1 + ln x 


i 2 , , . ln x 

ln y =- ln x ;=> ln y = 2-- 

1 + ln x 1 + ln x 


Lim lny = 2 Lim — n X 
x-*0 + x-»0 + 1 + lnx 

Vx 


(oo/oo) 


= 2 Lim — =2 Lim(l) = 2(1) = 2 


x-»0 + Vx 

2 


x->0 


Luego, Lim x 1 + ln * = Lim y =e 2 
X-»0 + X->0 + 


le*? 




AP 


,nc 


;a cl c 


10, 


Sol°' 


c ión 


Este 


lírrúte 


es 


1 + 


Luego, 


lÉJEMPU 

Solución 
En primi 

Tenemo 

Además 

Lim 

X—>+QO 


Por ú 





























■ 


la 




$ i 


lri detern, 

' * 

s > e s 


e meter 


el «mil, 


8(x) ln f(x) 


C»r 
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que 


X-*+CO 


Lim | 1 + i 1 a p na 


nx 


Sol« ción 

límite es una indeterminada de la forma T. Bien, 



Lim lny * n Lim 


=> lny = nx lnf 1 + = n ln Ü + a/x) 

^ x ) 1/x 

ln(l + a/x) 




x ->+ co V x 

-a/x 2 , 


( 0 / 0 ) 


= n Lim 

X—>+ c O 


1 + a/x 


-1/x 2 


= n Lim 


x-»-kc 1 + a/x 


= na 


Luego, 


/" \ nx 

Lim f 1 + ~ ] = e" 3 

x-»+°o V x y 


[SfmFloTTI Hallar el valor de a tal que ¿“[x-a] ‘ ’ 
Solución 

( x+aV 

En primer lugar, hallamos ^ x _ a J 


X->+c° 
x + a 2a 

Tenemos que: - = 1 + 7Y77 

x-a x-a 

Además, si z = x - a entonces x - z + a Y 


x + a 


x —>+oo ^ x-a 


+ «><»z-> + *>- Luc S 0 ’ 
. xz+a 

2a) 


= Lim 1 + 

Z-M-co V 


. fl *y. i*. (.♦£)' 



. z / 

' 2a Y 

\ = Lim 

1+ 7 

1 z ->+^' 



Por último, 


2a 


i t? = 2 ln 3 

e, _ ln q = ln 3 ¿ 

= 9 => 2a - ln J _ 


a = ln3 


r0<" 





















[fHmTLÓIXI Hallar Ij|- 


sen x 


Solución 


Este límite es una indeterminada de la forma co . Bien, 


x 


sen x 


ln y = sen x ln ^ j = - sen x ln x = - 


lnx 


Lim y =- Lim 


ln x 


cosec x 

(co/co) 


x—>0 


; ->0 


,+ cosec x 


sen 2 x 

_ I ím 

x _^ 0 + -cosec x cotx x _>o + x cos x 


1/x 


= Lim 

x-»0 + 


( 


Luego, Lim 
x-»0 + 


1 


^sen x N 

, x > 

x sen x 


(tanx)= (1)(0) -0 


= e° = 1. 


V x 


PROBLEMAS RESUELTOS 5.4 


PROBLEMA 1. Hallar Lim 


. e -e - 2x 


x->0 x - sen x 


Solución 


0 


Este límite es una indeterminada de la forma — . Bien, 

e x - e -x - 2x e x + e~ x - 2 

Lim-= Lim- 

x->0 x - sen x x->0 1 — cos x 


= Lim 


„X -X 

e - e 


x->0 sen x 


= Lim 


e + e 


x->0 cos x 


( 0 / 0 ) 


Soiuc 

Est 

liTT 

%-* C 


( 0 / 0 ) 
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Jola 




% 


tan x 


Ittl* rm. 

_—rTl Hallar Ei”\_ tan 5x 

- W2) 


S “ l “ C ' Ón a ,„dcterminada de la forma ^ ■ Bien, 

Este lín 1 ^ eS un 2 


sec x - = Lim — ° s -il 

U.,.^ ’ 'J&r **** -(-V2>-W x 

-lOcosSxsenSx . Lim 
= Lim _iOcosxsenx x->(n/2) sen 2x 
x->(«/2) 

lOcos lOx _ 10(—1) __ 5 
= LÜT \_ 2(-l) 


(0/0) 



Solución 


Tenemos que Lim x =0. Luego, este es un caso 0 . 


c-»0 


Ahora, 


y = x x => lny = xlnx = 


lnx 

T/x~ 


Lim lny = Lim 


ln x 


x-*0 x->0 


,+ 1/x 


( oo/co ) 


1/x 

= Lim —— = Lim (- x) = 0 


x-MT 


Luego, 


-l/x : 


x-»0 


Lim lny - 0 => Lim y =e° =1 => Lim x x = 1 
*-° x_> 0 + x—>0 + 


Hallar Lim (2 - x ) tan ( TO / 2 ) 

Solución X “ >l ~ 

EMC hmile Cs una ^determinada de la 

y - (2- x ) tan (xx/2) , .... 

=> ln y = tan — ln ( 2 - x ) = 


forma l 00 . Bien, 

7tx - . ln (2 => 


cot 


nx 




Ítu»° 


L* 


E 

Solí 

E 




























^5* 


c° s 2 x 

(0/0) 

0x 


2x 

(0/0) 


x) í? 


Jtx 
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Lim Iny 




= Lim MizJLi 

x-r cot ™ 

2 

= Lim _±íiix)__ = -V( 2 - x) 2 

X —> 1 — — 


( 0 / 0 ) 


2 cosco T _^ (1) 


ji , ■) 

1 n 


Luego 


Lim ( 2 -x) ,an (”*/ 2 > = c 2/« 


[PR OBLEMA 7.1 Hallar Lim ía 1/x + b 1 ^)' 
L— " " x—>+oo v ) 

Solución 

Este límite es una indeterminada de la forma 1* 
x 


y - ( „>* + b l/x ) * => ln y - x ln( a 1 '» r. b 1 '*) = M a ''[ * b '' X > 
Luego, 


a 1/x ln a + b 1/x lnb 


Lim lny = Lim 

X-*+00 X —> +00 


= Lim 

x-> +oo 


1 /x .1/x 

a + b 


v x 


-\/x ¿ 

a 1/x lna + b ,/x lnb _ a°lna + b°ln5 


a 1/x + b ,/x 


0^ k o 

a + b 


= ln a + ln b = J_# , n a + , n b )=—ln ab = ln-/áb 
1+ 1 2 V 2 

En consecuencia, 

ía‘ /x + b l/x Y 

I > 


Lim | a l' x + b WxY‘-« l "’/ S -VS 


tEROBLEMA 8.1 El marqués de L’Hópitai en su l[bro A ' , “; , “j 1 . 6 %), para 
- \ctits (el primer l.bro de Calculo, „ slguie „,e 


V ei P ruutl . ,, eva su nombre, uso 
ilustrar la regla que ah 
límite, el cual pedimos calcular. 

a/á^ x ^ d on de a > 0. 

Lim -- lr = 3 

x -+ a a — \ ax 


Solu 


ción 




















































C,ipífu>° 5. Aplicaciones d e l¡, ^ 


Este 


límite es 


Lim- 


u na-e t ^ dC,af ° rma f, 

__ ,1 2 

3 v 4 - aV a * = Lim 1 - . \ I 

2 » x ^—- X-»* a-M< 



.a a- 


_ x 4 )- I/2 ( 2 a 3 - 4 x 3 ) - ^a(a 2 x) 2/3 (a 2 ) 



'(2a 4 -a 4 r' 2 (^-4a 3 ) - \WV) 

- -HfTfV) 

4 


ií.«rM - - 

1 wrV) 


a —a 

3 _ 16a 


3 

4 


PROBLEMA 9. Hallar Lim sen 'x cosec x 
x-»0 + 

Solución 

Este límite es una indeterminada de la forma 0-oo. Bien, 


- 1 . 


. _i sen x 

Lim sen x cosec x = Lim - 

x-»0 + x ->0 + sen x 


1 


- Lim 


/l-x : 


( 0 / 0 ). 

= — = 1. 


X-tO + COSX 1 



LproblemaToTI se ti i 

lLlle un sector circular correspondiente a un ángulo centra 

Circular CÍrCUl ° de rad¡0 r - Sea S ( 0 ) el área del segment< ! 

área del trT^. 0 P ° r la Cuerda PM V el arc0 PM ‘ Sea ^ 

re a del triángulo rectángulo PQM. Hallar 


Solució 


on 


Lim S M 

o-»o* T(0) 


MK 






























guio central 
el segmento 

Sea T(9)d 


¡cadonesdela Derivada 


to r OPM - Area triángulo OPM 

\[C.l 

, _ — 

1 2 a _ J- ( OM ) ( OP ) 

^ — r v j 


I 2 0 _ — ( r ) ( r sen 0 ) 

—I v 

O ~ 

2. r 2 0 - -r 2 sen0 = ^-r 2 (0 -senO) 

-i 2 2 



* 


I* / 

\v 

Á 0 

T( e\\ 

\l 


= i(QM )(QP)=^(OM-OQ )( QP ) = -^ (r - r eos 0 ) (r sen 0 ) 

1 T 

= i r 2 ( 1 -cos0)(sen0) = — r“ ( sen 0 - sen 0 eos 0 ) 

2 2 

1 1 1 9 

= J-r 2 ( sen 0 - — sen 20 ) = — r z ( 2sen 0 - sen 20 ) 

2 2 4 

Ahora, 

S(0) .. V 3 (0- S cn0) 9 _ se „ e 

i ¡ m —;— = Lim —- — 2 Lim - 

Ll ,«■ T(0) 0 -> 0 + 1 ¿ (2sen 0 - sen 20) 0->0 + 2 *en 0 - sen 20 



( 0 / 0 ) 


1 - eos 0 

= 2 Lim -- 

0->o + 2cos ® " 2cos 20 
_ sen 0 

_ 0 -+ 0 + ~2sen 0 + 4sen 20 


( 0 / 0 ) 

( 0 / 0 ) 


= 2 Lirn 


eos 0 


= 2 - 


1 


0 ^ 0 + -2cos0 + 8cos20 -2 + 8 3 


PROBLEM A 11. | Probar la regla de L’Hópital para el caso 0 0. Si 

I. f y g son diferenciadles y g'W' 0 «rea da a. excepto 
posiblemente en a. 

¿) = 0 y Lim g(x) " 0 


2. Lim f(x) 
* -+a 




f (x) (finito o infinito) 
3. Existe lim -r“" 

\-*» R (X) 


Entonces 


. . Jüi! - Lim t " 

, L T. gt«) '-** cl '' 


Demostración 
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La demostración está basada en el Teorema del Valor Medio de Cauchy. 

Consideramos que el límite es finito. j 

Procedemos para el caso x -> a + . El caso x -> a es similar y si , 0j 
cumplen, entonces se cumple para x 


a. 


dos, 


Lim — 7 —— implica la existencia de f’( X ) y . 


8( »'% 


La existencia de 

x-*a + g (x) 
intervalo (a, b] en el cual g'(x) * 0 . 

Se tiene que g(b) * 0, ya que si g(b) = 0, por el teorema de Rolle, existe c e 
tal que: 

g (b) - g(a) = g'(c) (b-a)=> 0-0 = g (c)(b - a) g (c)= 0 , 
lo cual contradice el hecho el que g'(x)* 0 en (a, b] 

Como Lim f(x)= 0 y Lim g(x)= 0, redefinimos f y g, si es necesario, 


x-»a 


x -» a 


haciendo f(a) = 0 y g(a) = 0. De este modo, f y g son continuas en [a, b] y seo 
diferenciables en (a, b). Luego, por el teorema del valor medio de Cauchy, existe 
c e(a, b) tal que: 


f(b) - f(a) f’(c) 


f(b) — 0 = f'(c) 
g’(c) 


f(b) . f'(c) 


g(b) - g(a) g'(c) g(b )-0 g’(c) g(b) g'(c) 

Ahora, si hacemos b -> a + , y como a < c < b, esto obliga a que c -» a + .Se 
tiene, entonces 

, • f(b) T . f (c) 
b-»a + 8 (b) c->a + g (c) 

lo que es equivalente a la igualdad de límites de la tesis. 


7. 

9- 

1 

1 


PROBLEMAS PROPUESTOS 5.4 


En los problemas üel 1 al 43 hallar el límite indicado. 


1. Lim 

x —> a 

3. Lim 


x 3 -ax 2 -a 2 x + a 3 


x 2 -a 2 


sen x 


x— » 7 i x —71 


. *+l-e x 

2. Lim-^—' 

x-> o x" 

1 + eos x 

4. Lim- 

\ —^a tan x 























dcI *De, 


riv. 




Ca ÜChy 


ni lar 


y si los 


do. 


’ ^ * «•(*) * 


un 


l,e ’ e ^¡ste c 


(a. b) 


0. 




Si es necesar 


io. 


. e " í>- bj y so„ 
de Cauchy, ex¡ste 


f(c) 

g'(c) 

que c -> a + . Se 
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*¿ x- 2tanx 
liffi. 1 + eos 4x 



(x-«r 

«i L«m 2 
u ' x ^jt sen x 

e x + e -x -x 2 -2 

15. Lim-2 3 

I3, x -*0 sen x - x 

sec 2 x - 2 tan x 

l7, Lin jl 1 + eos 4x 

*“>4 


19. Lim 
x-+l 

21. Lim 

x->0 


_x_1_ 

x-1 ln x 
1 1 


xsen x x 
23. Lim (l-tan x)sec 2x 


71 

X—» - 

4 


25. Lim (x 2 -a 2 )tan — 
x-> a ' ’ 2a 

27. Lim x senx 
x-> 0 + 

29. Lim (l- 2x) 1/x 
x->0 + 

3I - Lim (sen x) sen x 
x-+0 + 

33 - Lim (senx ) ,anx 

x -k. n + 
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6 - LimiSíjc 
*-><r cot 2x 

8. Lim x 
x -° 

10. Lim iíLlSUnx 
x ~*° ln sen x 

12. Lim ^ 

x ->+« 

14. Lim - an x ~ sen x 
x ^° sen 5 x 

16. J im l Z+ 2cosx-2 
x-> o „4 


18. Lim 

X —> 1 


x 

J_x_ 

ln x ln x 


20. Lim 

1 

1 ‘ 

x —> 0 

. sen 2 x 

x 2 J 


22. Lim (l-cosx)cotx 


x-> 0 


Lim £ ? shx ~ 1 
X-»0 1 - cosx 

37, Lim (x - ln(x 2 +1)1. Sugerencia: lne 

*-*+oo ' ' 


24. Lim (l - x )tan — 

x 1 2 


26. Lim x 1 x 

X-> -H» 

28. Lim x W " x) 
x->i 

í 2 V /x 

30. Lim \l+x ) 

x-*0 + 

• I 

32. Lim (sen x) 

x-»0 

I . \l/ln x 
34 . Lim (cot x J 

x-> 0 + 

tan -1 2 x 

36. Lim--Trr 
x _ 0 tan 3 x 


x 38. Lim 
x-> o 


( 1 + senh x) 


2 ln 
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1 


,'-l 


40. Lim 
x —* x»' 


39. c 

(InjOÜ Sug crenCia 

4 \% X 


„-l- 


. z ■ ln x 


42. I.im 

x -♦ 0 v 3 


Inx Suge renCia 


¡y7 


4 \^ 

44. Si f 1 es continua. P r0 fíx+h) __f(x-h) mf ' (x) 



Lim 
h-+ 0 


2h 


Sugerencia: Usar 


regla d e L'Hópita' derivando respecto a h. 


45 , sit . ggaam . l »°b« t|-1|)otf ,,, h , n 


Lim 

h —> 0 


Sugerencia 


: Usar regla de L’Hópital derivando 2 veces respecto a h. 


SECCION 5.5 


TRAZADO CUIDADOSO DEL GRAFICO DE UNA 

FUNCION 

A estas alturas de nuestro curso ya estamos en condiciones de esbozar coa 
mucha precisión el gráfico de una función y - f(x). La técnica puede resumirse en 
los siguientes pasos: 

A. Dominio. Se determina el dominio de la función 

B. Simetría y periodicidad 

carril"? 3 ' S ‘, Se ,ienc Slmc,ría ^pecto al eje Y o respecto al ongen. b 

' V0 ’ c tra ^ a Í 0 se reduce a la mitad: Sólo es necesario graficar 
P un tos con abscisa x > 0. 

determinar laDermH Ln ^ C í PrCSada cn ,¿rmino s de las funciones trigonometn^ 
‘Hiérvalo de lonein «T* ^ S ' esta CS p ’ entonces sólo construye el grátic° fn 

gráflc o se trasladaos T ^ ™ [ °’ p] 0 [" p/2 ’ p/2 ^ LuCS ° ^ 
Acordar que ° S mterValos - 

jj jjn. ^, 1 

Periódica si existe una constante positiva p tal <l uf 

S ' lh ™Periodo!|l P) = ,lX) ' VXSDüm(0 

enoi p q ue satisface la condición anterior. 


U 


c. La 


nter' ec 
U ‘ 

con el 

difícil 

p ( onlio 
Det 
los l» 1 
Estos 

l Estudi 

Ha 

extre 

F. Estudi 

Ha 

G. Esboa 

E 

ante 


i EJEM1 

Soluciói 
A. Don 

B Sime 

I 

1 

sul 

la 

reí 

C Int< 
x 
P< 
la 
















































































A r | *«oKv > ., 


‘Ir 4 




,e, '«lo S de 


cont, 


nu »dj» ( j 


*o ft 


L(m x 2 

SÍmCtri ** h recta x 


* > m/nimos. 


:n * “ ~2 y x ■ 2, pen> 
í tiene un único punto 


-H» 


local. 


_2 y 2. P er0 

jráfica no tiene 




, tr U I irrtvaiU 
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inirr' 


ílo , dr Concavidad. 


-2 


-00 _ __ 

r«i-(T) • * 

T(x) ■* ^ - - 
W (-) 

r(x >-(í{ -♦ 

u 

n 

u 


fjboio del fránco. 

* «*) 

TT 

i 

' "3 
9 


5 

4 

3 



UEMPLoX] Graficar la función Rx) 2*en \ »en 2t 

Solución 

A. Dominio. Dom(f) “ R. 

B. Simetría y periodicidad. 

I. fes periódica con periodo 2x Esto es, Rx ♦ 2«) Rx)» V a e R 

En conaecucncia, solamente precisamos grafkar ¡a (unción en un 
intervalo de longitud 2n Escogemoa el intervalo (0. 2*J Para obtener el 
gráfico completo, trasladamos esta porcton al resto de intervalo» 

¡i. La función f es impar y. por Unto, su gráfica es sunetrua respeto 
R-x) - 2sen (-x) - sen 2<-x) - -2sen x - (-sen 2x ) 

* - (2 sen x -sen2x) = -Rx) « ha 

< oraficsf la tune' 0 " a la derecha 
En consecuencia, solamente precisan» ^ razones didáctica», 

del origen, o sea. en el interv alo (0. 4 Sin embargo, po 
persistimos en tomar el intervalo[0, 2¡x] 

■ intersecciones con los cj< 


x - 0 => fífii - 2 sen 0 - sen 


2 ( 0 ) * 2 ( 0 ) - 0 - 0 . 
































I 



JJ* 




al cyt V en (O, 0) 


b gráfica de íi 
Por otro lado. 

flx)“ 0C5 .'«n» ict J»*0O .Vn\ - 2»en x coa x - 0 
C» 2«en x ( I coa x ) - 0 => sen x - 0 ó eos x • | 

=> x - 0, x - 2x > x - X 

1 »r*o. b gráfica de f interfecta al eje X en (0,0). (x. 0) y (2x. 0) 

D. C ontinuidad y ntaloUt. 

í e* continua en [0. 2x] y no tiene asíntotas 

I i‘tudlo de í '(«)• Inferíalos de monotonía. Máximos y Mínimos 
Punto* Críticos: 

f’U) 2 eos x - 2 eos 2x 2 eos x 2 (2cos ’x - I ) => 

T(x) • -2( 2co*‘x - coax- I) 

i ixi-OO 2coa*x - coa a - I - 0 => coa x - . >JJ 

4 4 

=> coax - I 6 coa x --1/2 

=»( x-0 6 x-2*) ó ( 2x/3 ó 4n/3 ) 
ermeos son ( 0 ó 2x ) ó (2x/3 ó 4x/J ) 


)0* 




loteo aioa de 




l«/3 


4 x/.t 


rix) - -21-1-♦ 



T(x) - -2(*) - - 

\ 


f(x) - -2(-) - ♦ 


U méié oot 4fc e qoc f ttrat un máximo relativo en x - 2a /3 y tiene un 
*« en x - 4a f), cuyos «alore» ion. 

***•**»*) 

***>’immn-m** ,6/2 > - ( Ví/2) - - jVí/1 . -u 

iníorrmooti uKomp^ 
- la derecha de 2* P* 1 ®' 
izquierda de 0 con*» * “ 


áádi» y ■ _ n * ‘T** n f • b taquactda de 0 a 

tamo a b i 





























f "(X)—(+)(+)= - 



2ir. la función es creciente. Luego, x = 0 y x = 2n no dan lugar a 

íS>*' lv ° s ' 

le f "(*)• Concavidad y puntos de inflexión 


__ 2 (— 4 eos x sen x + sen x) = -2sen x ( 1 - 4cos x ) 

-2sen x ( 1 - 4cos x) = 0 => sen x = 0, ó eos x = - 

4 

=> ( X = 0 Ó IT ) Ó ( X = 0! a 1,32 o x = 0 2 * 4,97 ) 

Intervalos de concavidad: 


0 2 »4,97 


2n 


f "(x) =-(-)(+)=+ 

U 


f"(x)=-(-)(-)=- 

n 


La tabla nos dice que son puntos de inflexión: 

(0i. Í10,)) = (1,32, Hl,32)) * (1,32, 1,45), (ir, flit)) = (ir, 0) y 

(0:. 1(0:)) = (4.97, f(4,97)) » (4,97, 1,45) 

De la periodicidad de f obtenemos que (0, f(0)) = (0, 0) Y (2ir, í(27t)) - (2n, 0) 
también son puntos de inflexión. 


ttJl 4.97 In 


1 J J 


























+10 


Grafio 


la siguiente función Rx) - t'* 2 /* 
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f(x). 


SOlUC,Ón nnrffl-B. 

. In porro U , 

A - I,,,n modicidad. NO es periódica. 

n Símete y P c c _ ( _x, 2 /2 = c -x' 

fes par En c fcC, °. ‘L fic0 de fes simétrica respecto al eje Y. 

En con« cucncia ’ C ^ 

CB ——“^*-1 
Co ”‘‘'Tjífc»“ m »''j t V“ elpun, ° (0, 

Luego, c _ ¿/ 2 m 0 n0 t i c ne solución. Luego, el gráfico no corta al e , v 
Con el eje X: c 

„ continuidad y asín* 0 *»*- 

U ' , /2 es continua en todo IR y, por tanto, no ha v 

La función Rx) - e 

asíntotas verticales. 

Asíntotas horizontales. 

,-x 2 /2 = Lim Ir - =0 y 


f- 


ludio < 


tfi' 


f(x) 1 


,CO 


f"(* 


Lim 


2 /2 


= 0 


x-+-<» e 

Luego, y = 0, el eje X, es una asíntota horizontal. 

E. Estudio de fIntervalos de monotonía. Máximos y mínimos 

f(x)=e" x2//2 D x ( -x 2 /2 ) = ~xe" x2 / 2 

f'(x) = 0 O -xe' x ^ 2 =0 => x = 0 
Luego, f tiene un solo punto crítico, que es x = 0. 

Intervalos de monotonía: 

0 


-co 


+oo 


f'(x) *-(-)(+) = + 

f’(x) =-(+)(+) = - 

/ 

\ 

. 


f « creciente en el intervalo ( -oo, 0] y es decreciente en [0, + 00 )- ^ 
f “ene un máximo en x = 0, que vale f(0) = 1. 
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/ 

„ Co nc*> idad. Puntos de inflexión 

f f^ i{ : => roo- -xc _x ‘ 2 D x ( -x 2 /2 ) -e'' : 2 

rw -(* 2 


\. 0 e(* J -l)'"‘ :, ' 2 * 0c> * 2 -l- 0 »x-*l 

conexidad: 

1 +00 


La tabla nos dice que el gráfico de f es cóncavo hacia amba en los 
intervalos ( -*• “ l l y t l » +* )• * quC CS CÓnCaVa haCia 3baJ ° Cn * l 

intervalo [—1.1]- 



AdetíU 5 


vt- tsrss 

función de densidad normal 

1 <2° 1 

Hx)- 

donde |i yocon o—**- m ' d ‘* y d ”' 1,CÍO ” 

estándar. «citaeM. de b grito 

u grafio * «“ l '** C> ”,*-?- US réomc de rra.bo.oo y 

delejetnplo «dunre 

estiramiento, 
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Capítulo 5. 


GRAFICAS CON ASINTOTAS OBI ir Ir 

LEJEMplqTI r r , x 2 ° AS 

1 —-d traficar la función f(x) = - 

Solución 

A. Dominio. 

xeDom(f) <=> x 2 > 1 <=> | x | > 1 <=> x < - 1 ó x > 1 <=> 
Dom(f) = (-oo-l) U (1, +oo) 

B. Simetrías. No es periódica. 

La función f es par. En efecto: 


f(-x) = 


(-xy 


V (- x ) 2 -1 V x 2 -1 


Luego, la gráfica de f es simétrica respecto al eje Y y sólo debemos 
concentramos de graficar f en el intervalo (1, +oo). 

C. Intersecciones con los ejes. 

El gráfico de f no corta al eje Y, ya que x = O no está en el dominio de f. 
x 2 

f(x) - O => -O => x = 0. Pero O no está en el dominio de f.Luego 

V x^ -1 

el gráfico de f no corta al eje X. 

D. Continuidad y asíntotas. 

fes continua en todo su dominio = (-oo,-l) |J (1, +oo). 

Asíntotas Verticales: 



= f(x) 


Lím 
x->l + 


- = +oo 


a/x 2 -1 

Luego, x = 1 es una asíntota vertical. 

Asíntotas Horizontales: 

f ^ 


Lím x 

X ->+oo 




Lím 
x ->+ 00 ' 


+oo 


1 


= +00 


- 1 VT-i/x 2 

Luego, no hay asíntotas horizontales. 

Asíntotas Oblicuas: 

De acuerdo al ejemplo 2 se la sección 2.8, las recta y = x, y = -x son 
asíntotas oblicuas. 



























°8b 



'J e Y y sólo debo* 

tá en el dominio de f. 
en el dominio de f. Luc;; 


foo). 


jo -s+oO 


so 1 ' 


*y : 


,r 


E. Estudio de f ’(x). Intervalos de Mono, 

X _ x(x--y/~2 )(x + VT) „ 

f(x) (x 2 -l) 3/2 0 =^x-0,x = /2 , x = -^2 

Sólo x-^2 es punto crítico en el intervalo (1, +oo). 

Intervalos de monotonía en el intervalo (1, +oo). 

i VT 


r«- (+ ** +, ~ 

f'(x) - (+)(+X+) + 

(+) 

(+) 

\ 

/ 


f tiene un mínimo relativo en x = -J~2 y su valor es f( 2 ) = 2 
F. Estudio de f "(x). Intervalos de Concavidad. Puntos de Inflexión. 


f(x) = 


x J -2x 


(x ¿ -l) 3/2 
.2 i \3/2 


„ (x 2 -l) 3/2 (3x 2 -2) - (x 3 -2x)(3/2)(x 2 -1) W2 (2x) 

(x 2 -l) 3 

(x 2 -l) 1/2 [(x 2 - l)(3x 2 -2) - 3x(x 3 -2x)| 


x 2 +2 


(x 2 -l) 3 

Como x + 2 = 0 no tiene soluciones reales y 
f '(x) >0 V x en (1, +qo) concluimos que la 
gráfica no tiene puntos de inflexión en (1, +<») 
y que en este intervalo, la gráfica es cóncava 
hacia arriba. 

'' Esbozo de la gráfica. 


(x 2 -l) 


5/2 
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(«pitillo % Apllí 

^' w Un t 



Graficar la función flx) - xe ,/x 


[ej|mplóI1II 

Solución .. /n . 

, r\ R - 1 0 } • (- <0 • °) ^ í®' + ^ 

A. Dominio. Dom(0 

• n.viHad Ninguna simetría y no e« periódica 

B. Simetrías y periodicidad, in * 

C. Intersección con los ejes , 

Como x - 0 no está en dominio de f. el gráfico de f no coru „ y 

Por otro lado, 

„ x) _0 O xe ,/x =0 =e x = 0. Pero x » 0 no está en el domin ,,^ f 
Luego, el gráfica de f no corta al eje X. 

D. Continuidad y asíntotas. 

fes continua en todo su dominio - (-<*>, 0) U (0, +«) 

Asíntotas verticales: 

Los límites siguientes son indeterminaciones del tipo 0 m, por lo q^ 


aplicamos la regla de L'Hospital. 


J/x 


Lim 


Lim x e 1 x = Lim - 

x->0 + x-»0 + 1/x x->0* -1/x 


e l,x (-l/x 2 ) _ 

-—- m Lim c * c • +* 


«-♦o -1 


1/x 

Lim x e = Lim 


1/x 


x->0~ x-»0 - ^ x x-+0” “1/X* x-*0~ 

Luego, la recta x = 0 es una asíntota vertical (sólo hacia arriba). 
Asíntotas Horizontales: 

Lim xe 1/x = (+oo)e° = (-hx>) ( 1 ) - +oo 

X->+00 

Lim xe l/x = (—oo)e° = (-oo)( 1 ) = —oo 

X—> —OO 

Luego, la gráfica de f no tiene asíntotas horizontales. 
Asíntotas Oblicuas: 

J/x 


Lim 


... „ 

-J—r-L. - Lim e '* -e -( 


m = Lim 


xe 


= Lim e l/x = c°« 1 

X-^+co X X -> + 00 C 1 


b= xL™> (xc ' /X -Lim x( e l,x - 1)- Lim - 


X—> +00 


X->+QO 


1/X _ J 

1J% 


















a l eje Y. 
n ^ dominio d« f 


O- oo, por lo que 


1/x _. c + ® = +oo 

c 


£ 


l/*^* 0 


i/» 
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Lim - 

x->+oo 


í l/x (-,/ x 2 i 


-1/x 2 


Lim c l/x » .o 
X ~> +00 1 



nos que: 


En forma enteramente análoga, obteneme 

t • xe' /x 
m — Lim - — l y b = t ¡ m / i / v 

x—» —oo x y Lim (xe /x _ v v . 

X—> —oo x ) * 1 


■zquierda. 


Luego, la recta y = x + 1 es a S („ tota obl,c„ a ,,„^ 

E. Estudio de f ’(x). Intervalos de Monotonía. Máximos y Mínimos ' 
f'(x) = x e 1/x --y j + e 1/x = e’ /x - I e »/x _ 1_^ 

Puntos Críticos: 

f'(x)=0 <=>^1-—-je 1/x = 0=>l- —=0 

Se tiene un solo punto crítico: x = 1. Observar que no existe f '(0), pero x = 0 
no es punto crítico porque x = 0 no está en el dominio de f. 


x=l 


Intervalos de Monotonía: 
-oo 0 


1 


+00 


f'(x) = (+)(+) = + 

/ 


f’(x) = (-)(+) 

\ 


f(x) =(+)(+) = + 

/ 


f tiene un mínimo relativo en x - 1 y su valor es f(l) e 25 2,72 
F. Estudio de f " (x). Intervalos de Concavidad. Puntos de Inflexión 


_ 1/x 1 1/x 


f'(x) =e-e 

x 

f"(x) =e 1/x ^ 


1 


v x 

i 

3 




J_j e l/x = > e l'« 
..2 v3 


f"(x) = 0 «-U 1/x =0 ~ —r = 0 • 
x 3 x 

No hay solución. 

Intervalos de concavidad: 

0 


f -W=(-)(+) — 

f "(x) = (+)(+) = + 

n 

u 


No ha- 


y puntos de inflexión. 



^Sbozo de la oráfir'i 































'I, 


——f Mas propitstos 5.5 


M ' * ^-*-1 
$\ 

X 


«• **>-. 


5. dx) 


, 1/3 


3. fl(x) * 2x + 5 ^ 1/5 
6 . ffx) 


y 2 

X +1 


X ‘ H _ ” ' (x-1) 1 . *, 

7 - dx) =■ sen x * eos x en el intervalo [-x.rr] ( f es periódica con periodo 2 V 
Gra/icar las fundones siguientes. Ellas tienen asíntotas oblicuas. 

\ : -3\ + 6 


8 . ftx) = 


10. dx) * 3 (6 -x) 


x -2 

2 3 . 


,1 3 


». w- íi^L 

x z 

11 . dx)= xe 1/x2 



SECCION 5.6 


PROBLEMAS DE OPTIMIZACION 

El resto de esta sección lo dedicaremos a resolver problemas de optimización 
en la Economía, en la Física, en el comercio y, en general, en la vida real. Estos 
problemas están planteados en términos del lenguaje diario. Nuestra primera 
labor, la que requiere ingenio, consiste en traducir el problema al lenguaje 
matemático, quedando expresado mediante una función. La segunda labor es 
rutinaria, sólo se tiene que calcular el máximo o el mínimo de la función 
encontrada. Dividimos estos problemas en dos grupos, jégún el intervalo donde se 
optimiza la función sea cerrado o no. 

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION EN INTERVALOS 
CERRADOS Y FINITOS 

En este grupo de problemas el resultado clave que usaremos nos da el teorema 
-.1. que afirma que toda función continua en un intervalo cerrado [a, b] tiene 

máximo ) mínimo, y estos son alcanzados en los números críticos o en los 
extremos a o b. 


PROBLEMA 1 . 


De un tronco de madera, que tiene una sección circular de 
3 dm. de radio, se quiere obtener un tablón de sección 
rectangular. ¿Qué dimensiones debe tener el rectángulo si se 
desea que éste tenga área máxima? 


Solución 




















>5. Aplicaciones dc l* 




Se** x, h y A la base, la ahur, v H 4 
Tenemos que: J *' **» del 

A-xh (|) 

Expresemos la altura en términos de la h» 
esto, observamos que el diámetro, la base y w Par * 
formar un triángulo rectángulo de hipotenusa «*¡2' 
U*k “* ndo el ,eorema dc Pitá «<«s. tenemos q¡* 

h- 

Rtemplazando (2) en (I): 



Esta función, que expresa el área del rectángulo en términos <v i . 
fut debemos maximizar. ¿En qué intervalo? Como la long.tud de UbísT*' “ '* 
w «fíHva ni exceder la longitud del diámetro, debemos tener. 0 < *** 

En resumen, buscamos el máximo dc la función 

A(x) ’ x >/36-x* en el intervalo (0.6], 

Hallemos los puntos críticos: 

_-2x_ rzz - y 36 - 2x 3 2(18 -X 3 

a — 1 m ■■■ * _ —- 


■j ♦ V36 - X 2 - 

36- x 2 * \¡26~ 

~*7 X ) - 0 O 18 -x 2 - 0 O x - i }y¡2 

VjT** 

* (*)" - j—. * ■ no está definida en 6. 

, V 36-x 2 

to. críticos de A(x) son -3>/2 . 3>/2 y 6. Como -3^2 
_ l * lw> ** 0 10.6] lo desechamos y nos quedamos con 3^2 y b 

*"• V » J «« A(0). A(6) y A(3V2 ): 

L "0, A(6) ■ W36 -6 i -0. 




^Wí )- 3 x/2 ^ 36-( 3 V 2 ) 2 - 1 » 

‘r ) - II y es alcanzado en 1 

r *«Anguio de área máxima son 

h- Jé 2 (yJT ) 2 "• 

*• un cuadrado 


•3^2 
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Capítulo 5. Aplicad™*^ 

._ * Dett *»a 4 

iJ^ROBLEMaTI rr eu ■ 

--d un fabricante de envases construye cajas sin ta 

láminas de cartón rectangulares de 80 cm. de larg 3 ’ Ut ' ,Í2a nd 0 
de ancho. Para formar la caja, de las cuatro esq u ° P ° r 50 Qi> 
lámina se recorta un pequeño cuadrado y l ueg0 de cad, 
aletas, como indica la figura. ¿Cuál debe ser la ] 0n 0l)Ian las 
lado de los cuadrados cortados si se quiere que I a cai^' tU< ^ ^ 
mayor volumen posible? ten ga el 

Solución 

Sea x la longitud del lado de los cuadrados cortados. 

Sabemos que: 

Volumen de la caja = (área de la base)(altura) 

La altura de la caja es x y su base es un 
rectángulo de 80 - 2x de largo por 50 - 2x de 
ancho. Luego, si V denota el volumen de la caja 
tenemos que, 

V = (80 - 2x)(50 - 2x)(x) = 4x 3 - 260x 2 + 4000x 

X 

La longitud x no puede ser negativa ni puede exceder la mitad del ancho deía 
lámina inicial. Luego, 0 < x < 25. 

Debemos hallar el máximo de la función volumen 

V(x) = 4x 3 - 260x 2 + 4000x, 
en el intervalo [0, 25], 

Hallemos sus puntos críticos: 

V'(x)= 12x 2 - 520x + 4000 
= 4(x - 10)(3x - 100) 


C» 



Los puntos críticos de V(x) son 10 y ■— 
n u 100 

uesecnamos ~, por estar fuera del intervalo [0, 25]. Nos quedamos con 10. 

Ahora, comparemos los valores V(0), V(25) y V(10): 

V(0) = (80 - 2(0))(50 - 2(0))(0) = 0 
V(25) = (80 - 2(25))(50 - 2(25))(25) = 0 
V(10) = (80 - 2(10))(50 —2(10))( 10) = 18.000 

consecueñcil^^' mO C * e ^ X ^ CS = • 8.000 cm 3 y es alcanzado en x = 10. E n 

consecuencia, la long.tud del lado de los cuadrados cortados debe ser de 10 cm. 































x' 1 ’ 
,00* iO* 
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__—r-i Se desea construir una pista de carrera de 400 m. de perímetro. 

La pista debe estar formada por un rectángulo con dos 
semicírculos localizados en dos lados opuestos del rectángulo. 
•Cuáles deben ser las dimensiones del rectángulo si se quiere 
que el área de éste sea máxima? 


las longitudes de los lados del rectángulo. 


A = bx 


0) 

b 


El radio de los semicírculos es 2 y, por tanto, la 
longitud de las dos semicircunferencias es: 

2(n|)-*b. 

Como el perímetro de la pista es de 400 m, tenemos: 

2x + Ttb = 400, 

Despejamos b: 

( 2 ) 

Reemplazando (2) en (1): 

í^x=i(200x-x 2 ) 



A = 


La longitud x es no negativa y no puede exceder la mitad del perímetro. 
Esto es, 0 < x < 200. 

Debemos hallar el máximo de la función: 

A(x)= —( 2 OOX-X 2 ) en el intervalo [0,200]. 

Alemos sus puntos críticos: 

A '(x) = |(200-2x) = “(100 - x) 

A '(x) = 0 <=> 100 -x = 0 <=> x = 100 
ex, ste un punto crítico, que es 100. 

jaremos los valores A(0), A(200) y A(100): 

A (°) = \ (200(0) -O 2 ) =0, 

2 

A (2° 0 ) = - (200(200) - 200 2 ) = 0 
A(100)= | (200(100) - (100) 2 ) = 20 °— 
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Capitulo 5. Aplicaciones j t . ^ 


( Universidad Yac 
B1BUOTEC 
Procesos Tcct 



* 

^ [ c** 


? Q QQQ 

Luego, el máximo es A(100)= “ y lo alcanza en x 100. 



En consecuencia, las dimensiones del rectángulo de área máxima son 

400-2(100) 200 

x= 100. b - n n • 


I PROBLEMA 4. | Una isla se encuentra a 800 m. de una playa recta. En h 

* ■ 's nnn ^ 4a 4¡pt<ineia rlnl nnntn C e 


playa, a 2.000 m. de distancia del punto F que está fíenle a la 
isla, funciona una planta eléctrica. Para dotar de luz a la u| a 
se tiende un cable desde la planta hasta un punto P de la pla\a 
y de allí hasta la isla. El costo del tendido de un metro de 
3 

cable en tierra es j del costo de un metro del tendido en 

agua. ¿Dónde debe estar localizado el punto P para que el 
costo del tendido sea mínimo? 


Solución 

Sea k el costo de tender un metro de cable en el agua. 
Sea x la distancia del punto P al punto F. 

La distancia de P a la planta es 2.000 - x. 

El costo del tendido del cable en tierra es 


El coste 
P debe loe 



| k(2.000 - x) 


J 800 
La distancia de P a la isla, por el teorema de 


Pitágoras, es 



2.000 


y el costo del tendido de cable en el agua es 


So| “ci6 tt 
I Se »G 


kVx 2 + 640.000 


Luego, el costo total del tendido es: 

C(x) ■ ^k (2.000 - x ) + kVx 2 +640.000 

Además, x no debe ser negativa ni exceder 2.000, esto es 
0<x <2.000 



En resumen, debemos hallar el mínimo de la función 



10001 
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de la Derivada 



— k + ~~ 

5 Vx 2 + 640.000 



^ =0 O 3 kV x 2 +640.000 = 5kx 

\¡x 2 + 640.000 


3 /?+ 640.000 = 5x => 9(x 2 + 640.000) = 25x 2 => x = ± 600 


quedamos con 600, ya que -600 no está en el intervalo [0, 2.000]. 


Sólo nos 


Ahora, comparamos los valores C(0), C(600) y C(2.000): 



c(60 0)= |k( 1.400) + lo/360.000 + 640.000 = 1840k 



El costo mínimo es 1.840k y es alcanzado en el punto x = 600. Luego, el punto 
P debe localizarse entre la planta y el punto F a 600 m. de éste. 


PROBLEMA 5. Un hotel tiene 71 habitaciones. El gerente ha observado que 


cuando la tarifa por habitación es $. 50, todas las habitaciones 
son alquiladas y, por cada $.2 de aumento en la tarifa, se 
desocupa una habitación. Si el mantenimiento (limpieza, 
lavado, etc.) de cada habitación ocupada es de $.4. 

a. ¿Qué tarifa debe cobrar el gerente para obtener máxima 

ganancia? 

b. ¿Cuántas habitaciones se ocupan con esta tarifa que da 

máxima ganancia? 


Solución 


Sea G la ganancia del hotel. Se tiene que: 


G - (habitaciones ocupadas)(tarifa por habitación.) — 4(habitaciones ocupadas) 


^ ea x el número de habitaciones desocupadas. Se debe cumplir que 0 5- x < 71. 


Además: 

El número de habitaciones ocupadas es 71-x. 
El incremento en la tarifa por habitación es 2x. 
La tarifa por habitación es 50 + 2x 


^emplazando estos valores en la igualdad inicial, tenemos: 

G(x) = (71-x)(50 + 2x)-4(71-x) => G(x) = 3.266 + 96x - 2x 2 














































flv, 


4( U 


* * 24 
erv alo [o t 


7 n. 


cuando x = 24 

6 lares, 
habitaciones. 


cortar un sector 
,ir la medida del 
i de capacidad 



(3) 
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V = V(0) = i. 


V(0) 



24n 


Para nuestro problema los valores de 0 q Ue tíen- 
radianes, es decir 0 < 0 < 2n. nen si 8 nif >cado están 

p 3 _ 

Hallamos el máximo de V(0) = Q 2 / T? 

24jt 2 ' n > e n el i 

Hallemos los puntos críticos: 


dV _ R- 


d9 24;t 2 

dV _ 0 
de "° ‘ 


-e 


V47t 2 - 


O 9 = 0ó 0 = 271^2/3 

Ahora, comparemos los valores V(0), V(2 tt) y V(2m/2/3 ) : 



entre 0y2n 
intervalo [ 0 ,2n], 


■ + 2Q-J4n 2 - 0 2 


= r3 

0( 3 0 2 -8n 2 j 

24ti 2 

~7UTor 


. 


V(0) = 


R 


247t" 
>3 


(o)V 


4ti 2 -O 2 =0 


V(27t) ~ ^ 2n ) 2 V 4 ^ 2 ~( 2 ti :) 2 = 0 

V ( 2 W^3)= -5-y( 2nyÍ2¡3 ) 2 ^47t 2 -(27tV2/3) 2 = 

2471 2 27 

roáximo de V(0) es V(2/r 1^2/3 ) = R 3 y es alcanzado en 0 = 2n>/2/3 

27 

^8^el ángulo central buscado es 0 = 2nyj2/3 ~ 2.565 rad. ~ 146,7° 

Hallar las dimensiones del rectángulo con lados paralelos a los 
ejes y de área máxima que puede inscribirse en la elipse 

- + ^ =1 
.2 + b 2 1 


^ción 



Córner 

a i 0j C j c ^ n rcct ángulo cualquiera, inscrito en la elipse y con lados 
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Capitulo S 



Sea (x, y) el vértice del rectángulo en el 
primer cuadrante. El área de este rectángulo es: 

A = 4xy 

Si despejamos y en la ecuación de la 
elipse se tiene: 



y- a ^ 

Reemplazando este valor en la ecuación anterior '.e tiene el área del rectár 

A(x) = 4 - x Va 2 - x 2 
a 

Es claro que 0 < x < a. 

Debemos hallar el máximo de A(x) - 4 —xyja 2 - x ¿ en el intervalo [0, a ; 
Hallemos los puntos críticos: 

b -x . b n - i ,b a 2 -2x 2 


b -x . b n -? . b a* - 2j 

A (x) = 4 — x - / = 7 == f +4"Va 2 -x 2 - 4 - ~j== 
a y] a 2 - x 2 a a Va 2 - 


A'(x) = 0 <=> a 2 - 2x 2 = 0 <=> x = ± 






Desechamos a - 


1V2 


por no estar en el intervalo [0, a]. 


Comparemos los valores A(0), A(a) y A(aV"2/2) 

A( 0 ) = 4 —(0)yja 2 -O 2 =0, A(a) = 4 -(a)Va 2 -a^ = 0 y 


A(a/2/2) = 4 - 




a 2 - 1 3 


4~2 


\2 


= 2ab 


Luego, el máximo de A(x) es A(aV"2/2) • 2ab y es alcanza- 3 

aVT 

x--—. El valor de y correspondiente a este valor de x es: 

y= -yj a 2 -(a/2/2) 2 “ 

En consecuencia, las dimensiones del rectángulo buscado son 
2x = a y[2 y 2y « b>/2 . 


El 


Co 

serme 


Por 

veloc 


Pen 


Rce 

Esc 

D eb< 

Hall, 

no. 

C 






































1 área del 


r ectáng¿. 


-n el intervalo [0, a). 


' 2 - 2x 2 
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_- ^rrr*l En un lago circular de 4 Km. de radio se tienen dos puntos P y 

Q localizados en la orilla y d.ametralmente opuestos^ Un 
nescador se encuentra en el punto P y quiere lleg > 
menor tiempo, al punto Q. El pescador puede remar a«££ 
4 Km. por hora y puede caminar a razón de 8 Km. p 
. con qué ángulo 0 debe remar para alcanzar el punto p 
luego caminar hacia Q? 

Solución 

Sea t, el tiempo utilizado remando, t 2 el tiempo 
utilizado caminando y T el tiempo total. Se tiene que: ( 

T = t] +1 2 0) 

El tiempo ti es igual a la distancia de P a R dividida 
entre la velocidad del pescador remando. Esto es, 

6 t = d(P, R) 

Considerando que el ángulo PRQ es recto (todo ángulo inscrito en una 
semicircunferencia es recto), se tiene que. 

d( P , R) = 8cos 0 y, por tanto, ti=2cos0 (2) 

Por otro lado, el tiempo t 2 es igual a la longitud del arco RQ dividida entre la 
velocidad del pescador caminando. Esto es, 

longitud del arco RQ 
l 2 = 8 

Longitud del arco RQ = 4(ángulo central) = 4(26) = 80 y, por tanto, 
t 2 = 0 (3) 

Reemplazando (2) y (3) en (1) conseguimos: T = 2cos0 + 0 
Es claro que 0 < 0 < ^ . Luego, 

Debemos hallar el mínimo de T(0) = 2cos 0 + 0 en el intervalo [0, nJ 2]. 
Hallemos los puntos críticos: 

T'(0) = - 2sen 0+1 y 

T '(0) = 0 O - 2sen 0 +1=00 sen0= - O 0= T rad. 

2 0 

Comparemos T(0), T(n/2) y T(7t/6): 

^(0) = 2cos 0 = 2 horas 

T(it/2) =2cos(| )+ \ =2(0)+ | = | « 1,57 horas. 
















T 0tf¡)>2«*(2) * . 2 Ú + * , n 

6 6 2 6 " V3 + 6 =22 5hon 
8°» el mínimo es T(tc/2) » 1,57 horas y es alcanzado « 

onsecuencia, el pescador debe salir con un ángulo de ^ . Esto sig n ¡fj 
conviene más olvidarse de la lancha y bordear el lago caminando 


[problema 9. f El alcance de una pelota arrojada por un beistar 
gobernado por la función: lsta 

v 0 2 

A(0) = — sen 20 , 

O 


está 


Solución 


donde, 0 es el ángulo de inclinación al lanzar la pelota 
aceleración de la gravedad y v 0 es la velocidad inicial con!' 5 !* 
pelota es lanzada. ^ Ue k 

Hallar el ángulo que proporcione el máximo alcance. 


Debemos hallar el máximo de 

v 0 2 

A(0) = ~ sen 20 en [0, tt/2]. 

Hallemos los puntos críticos- 
v 2 

A'(0) = 2-^- eos 20 

A'(0) = 0 O 2j eos 20 = 0 O eos 20 = 0 => 0=^ 
Comparémoselos valores A( 0), A(rt/2 ) y A(tc /4 ): 4 

0 ) = sen 2( 0 ) =0 

A(tt/ 2) = ^ S en 2f - \ - ¿ 

g 2 > ~ g sen ti = o 



A(?t/4 ) = — sen 2f ~ — n v o 2 

g 4 } a sen - = -2. 

2 g ‘ 

El máximo es A(n/4) = , que e s alcanzado en ^ 

■/ /* 08rar e ' máX ' m ° alCance ’ la P elota debe lanzarse con un ángulo* 


inclinación de ~ R a d. 











Ica¡ 


nzado 


en 5 

p 2Í», 

^'nando. ^ 


' r un 


^isbol 


ista 


«a» 


!■ Mota, g es i» 
,dad inicial conque,, 


* alcance 


0) 



[ pU <>HLEMA 10 .] Hallar la, dlm eniionesHl . 

m X m ° ,nscri ‘o en una esf^^ 0 cir ‘ular recto d 
S0 ,„clAn fCrade ^dio R. ^'volumen 

Sffl , el radio del cilindro, h su altura V V«, , 

Sabemos que: u volumen. 

V (área de la base )( altura ) * 

|>or l’itágorns se tiene: 

(; l’-R 1 -- 2 => t,-2ÍR^ 

=> V = 2nr 2 /R T V' 

Ei claro que 0<r<R. 

Debemos hallar el máximo de 

V(r)-2rW R 2 -r 2 en [0, R]. 

Hallemos los puntos críticos: 

V'(r)- 21er 2 . T ■■■■ + 4nr V R 2 -r 2 = 

V'(r) - 0 O 27ir( 2R ~ 3r - = 0 => 27tr(2R 2 - 3?) = 0 

Vr 2 t 2 




r-0 ó 2R 2 -3r 2 = 0 => r = 0 ó r = 


R>/6 


rVó 


Además, V'(r) no está definida en r = R. 

I uego, los puntos críticos de V(r) en [0, R] son: 0, ^ 

Comparemos V(0), V(R) y V( r/ó /3 ): 


y R- 


V W* 2n(0 ) 2 V R 2 -O 2 =0, V(R) = 2nR 2 ^/ R 2 -r" 2 " -0 y 
V| Rxft /3 ) - 2*( y /rMr76/37- *9 1R ’ 


rV6 


U, *>. ti míx¡ m „ es V( r/ó /3 ) = >t R 3 y « atomzad0 “ ' “ ) 


lr ° ^do, sabemos que h = 2 V R “ — r 2 . Luego, 
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^v, 


'•0, 


h ~ 2 VR T ^CR767r) T = 2R= 2R^ 

Portan VT 3 

3s dimensiones del cilindro buscado son: 

radio = -ü^ ^ nB ,_ D u 2RVJ 

-~p*0,8I7R y altura = —-—* 1,155 r 


tono 


[ PROB LE MA ll.| Probar que el volumen del mayor cono circular rect 

4 0 ,n «crit 0 

en otro cono circular recto es ^ del volumen del 
grande. 

Solución 

Sean r, h y V el radio, la altura y el volumen del 
cono pequeño. Sean R, H y Vj el radio, la altura y el 
volumen del cono grande. 

Sabemos que: 

(1) V = f ¿h (2) V, = | R 2 H 

Como los triángulos ABD y ACE son semejantes, 

h R-r . H x 

=> h=-^(R-r) (3) 



H R 

Reemplazando (3) en (1): 

,, it iH /n x 7tH -> , 
v = j r 2 "j^(R - r) = ^¿(R-r) 

Vemos que 0 < r < R. 

Buscamos el máximo de 

V(r) ’lr r!(R ~ r)en [0,R] - 

Hallemos los puntos críticos: 

V ’ (r) “ [r 2 (-l) + 2( R -r)r] «[2rR - 3.* ] =^-r[2R-3r] 



3R 

V'(r) = 0 => r = 0 ó 2R-3r = 0 


Comparemos V( 0 ), V( R ) y V( j R): 


7tH 

V(0) = — (0)2 ( r - (0)) = °, v(R)-§£ r 2 (r-R) = o 


r = 0 ó r= —R 
3 


n2 
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v(f R )-f(f R ) 2 (x-|R)-±rf H 

LUC60 . c, mdximo es V(-R). i_^ Ahwa tm¡endo ^ ^^ 

v( 1 r) =±,r 2 h = ±[|^ h] , 4vi 



27 


Esl0 e s, el volumen del eono pequeño es £ del volumCT ^ ^ 



PRÓBLEMAJíJ Se quiere hacer el marco de un papagayo (cometa) con seis 
p.ezas de madera. Las cuatro piezas exteriores ya han sTdo 
cortadas con las longitudes que indica la figura. ¿Qué l„„ g Z 

deben tener las p.ezas diagonales si se quiere que el área del 
papagayo sea máxima? 

Solución 

La diagonal más larga divide al papagayo 
en dos triángulos simétricos. Esto implica 
que las dos diagonales dividen al papagayo 
en cuatro triángulos rectángulos. 

Si h es la mitad de la longitud de la 
diagonal menor, se tiene que: 

0 < h < 2 

Area de Ti = — d,h = — V 4“ -h 2 h 
2 2 

Area de T 2 = id 2 h = - V 2 2 -h 2 h 
2 2 

El área A del papagayo es igual a dos veces el área de de Ti más dos veces el 
área de de T 2 . Luego, 

A = /¡6-h 2 h + V4-h 2 h = [V 16-h 2 +V4-h 2 jh 
Optimizamos: 

16 —h 2 + V 4-h 2 jh en el intervalo [0,2] 

lv ando respecto a h: 




+ y j 4 _ h 2 j 




J 16 — h' 


4-h' 







































Capítulo 5. Apüc*^^ 


V 4-h 2 + VTó^V 


V 16— h 2 V 4-h 2 

u 2 


- ^6-h 2 +/4-h 2 j- 

= (Vl6-h 2 + V~4-h 2 f 1 - _ _==_ 

V | V 16 — h 2 >/4-h 2 , 

, V16 — h 2 V 4-h 2 /• J 

A'(h) = 0 => V 16 — h 2 V 4-h 2 = h 2 => ( 16 - h 2 ) (4 - h 2 )»h 4 


128 — 20h = 0 


Ahora, 
A(0) = 0 


■ 2 64 16 . 4 

h = —= — => h= — 
20 5 •/? 


A(2) 


= (V 16 — 2 2 - 0 j(2) =2/Í2 <4/3 » 6,93 


A( VVJ) = ^ 16-(4/V5 ) 2 +) / 4-(4/V5 ) 2 -±= 


10 


= l/J + AlA) = l7Tjl7rJ =8 

Luego, A( 4 /J -5 ) = 8 es el máximo absoluto. 

En consecuencia, las longitudes de las diagonales buscadas son: 

4 8 

Diagonal menor = 2h = 2 =-«3 58 

v5 y¡l 


Diagonal mayor = d, + d 2 = ^ 16- (4/V5 ) 2 + J 4 - (4/V5 ) 


2 10 „ 4 47 


/5 


PROBLEMA 13. Se v a a c olocar u n p oste c on u n farol e n e 1 c entro ^ 
plazoleta circular de 20 m de radio. ¿Qué altura debe ^ 
farol para que ilumine lo mejor posible la vereda q ULr0 
plazoleta? e s 

Se sabe que la iluminación I de la p ^ ^ ^ 
directamente proporcional al coseno del ángu ° orC ion*l 
incidencia de los rayos luminosos c inversamente p r °P 
al cuadrado de la distancia d del farol a la plazoleta 

Solución 


No* 

1(6 

D« a 


Reem 


Debei 


Per 


lu 

Por 


En 


,. E st» 




A) 

i C" 

V 





















































h J 


'h>h 4 

Vs 
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Nos dicen que: 

1 ( 0 ) » donde k es una constante 
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pe acuerdo a la figura. 


20 . 20 
Qllfl Q • " *' f Cl 

scnu d sen 0 

Reemplazando este valor de d en la ecuación de iluminación: 

. eos 0 k . 2 „ 

1 ( 0 ) = k-- -z -— cos 0 sen 0 

H (20/sen 0 ) 2 400 

pebemos optimizar: 

,/m = _Ji_cos 0 sen 2 0 en el intervalo [ 0 , n/2]: 

400 

= Ji_ [ eos 0 ( 2 sen 0 eos 0 ) + sen 2 9 (- sen 0 ) ] 
K ’ 400 

= jL S en 0 [ 2 cos 2 0 - sen 2 0 ] 

400 



I'(0) = O 


9 y sen ^ 0 

sen 0 = 0 ó 2cos 0=sen0=>0 = Oó -— = 2 


eos 2 9 


=> 0 = 0 ó tan 2 0 = 2 => 0 = 0 ó 0, = tan" 1 yfl = 0,9553 

Pero, 

1(0) = 0,1(n/2) = 0 y 1(0,9553) = eos (0,9553) sen 2 (0,9553) = 0,00096k 

Luego, 1(0,) = 1(0,9553) = 0,00096k es el máximo. 

Por otro lado, se tiene: 

n 20 _ u 20 

tan 0 = — => h =-- 

h tan 0 

En particular, tomando 0 = 0| y sabiendo que tan 0, = V~2 se tiene: 


h = 


20 


20 


« 14,14 m 


tan 0 j J 2 

Esto es, la máxima iluminación en el corredor se obtiene al colocar el tarol 
de altura. 


problemas de extremos en intervalos abiertos o 

SEMICERRADOS 

Odiante f m ° S CSte teorema P ara resolver problemas prácticos que se expresan 
C ' ave que Unc ’ ones cu yos dominios son intervalos abiertos o cerrados. El resultado 
^ n ' c ° es un SareniOS es ^ a do en el teorema 5 . 11 , que afirma que un extremo local 
n extremo absoluto. 
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PROBLEMA 14.1 lina fábrica, para envasar alimentos, necesita 

" con tapa que tengan la forma de un cilindro C »S¡J* ** 

volumen de 250* cm Hallar as d.mensiones quc 
el pote si se quiere usar la mlntma cantidad ¿ < 

construcción. 


Solución 

Sea r el radio de la base, h la altura y A el área4ot.l de las pared« „„ 
érea es la suma de las áreas de las dos bases, que es 2*r>, — ■ 

superficie lateral, que es 27rrh. Luego, 

A = 2*r 2 + 2*rh (*) 

Por otro lado, el volumen del cilindro circular recto es 
V = *rh. 

En nuestro caso, como V = 250*. tenemos que 
nr^h = 250* => r^h = 250 => h = _ 7 _ 


Reemplazando este valor de h en (1). 
250 



A = 2*r 2 + 2*r^r => A = 2* (r 2 + f ) 

Vemos que la función A no está definida para r = 0. Además, como el radio 
puede ser negativo, debemos tener que r > 0. En consecuencia, el problema 
consiste en hallar el mínimo de la función área: 

250 

A(r) = 2*(r 2 + — ) en el intervalo abierto (0, +oo). 

Hallemos los puntos críticos: 

A(r) = 2*(2r-— ) - 4* ( — — ) 

A'(r) - 0 => r 3 - 125 = 0 => r 3 = 125 => r = 5 

A'(r) no está definida en 0 , pero 0 no está en (0, +oo). 

Luego, 5 es el único punto crítico de A(r) en el intervalo (0, +oo). 
Apliquemos a 5 el criterio de la segunda derivada: 

A "(r) = 2*(2 + ) => A"(5) = 2n(2 + ) = 12* > 0 

Luego, A(5) - 150* es un mínimo local. Como éste es el único extremo 

local de la función A(r) en (0, +oo), se concluye que A(5) = 150* es el mínimo 
absoluto. 

En consecuencia, las dimensiones buscadas del pote son: 


no 


de 


radio = r = 5 cm. 


250 

y altura = h = ~-p = 10 cm. 
















ih 



iás, como el radio no 
encia, el problema 


)• 


(O, + 00 )- 


>0 


S 

K 


el único ex 

150/t es el nl 


tren 10 

ín¡m 0 


c> P 
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[PRÓbEIMAÍSJ Un local tiene dos c orredo „, 

forman una esquina 8 d ' 6 y f!tt , 

fc * 0 de mayor , “Jdlca la r, g ''¿«de , ncho 

honzontalmente por la esquía. P °’ ,bl ‘ 

Solución ' 3 pasar 

Tracemos 1 os s egmentos q ue, p asando p or e 1 v ' 
eX tenores de ambos corredores. Estos segmentó e í CC inter 'or, tocan u , 
loneiwd del tubo que buscamos eotresponde a Ti'*®'”" 'ongitude' ,°’ 
amentos antes mencionados. Ia longitud m¡ni ^ £■£ 

Tomemos uno de 1 os segmentos. La esquina d ivid 
partes cuyas longitudes las denotamos por x e v -<0 3 CStC Segment o en dos 
longitud del segmento, tenemos que: s Pectivamente. Si L es la 

(1) L = x + y ( 2 ) x = 8 sec 0 

(3) y = 6 cosec 0 

Reemplazando (2) y (3) en (1) obtenemos 
la fiinción: 

L(0) = 8 sec G + 6 cosec 0 ( 4 ) 

L(0) no está definida en 0 ni en j 

Esto es, 0 < 0 < ~ . 

Nuestra tarea es encontrar el mínimo absoluto 
k la fiinción 



L( 0 ) - 8 sec 0+6 cosec 0 

en e l intervalo abierto ( 0 , — ). 

2 J 

Hallemos los puntos críticos: 

^ (9) - 8 sec 0 tan 0-6 cosec 0 cot 0 

^ (®) ~ 0 <£> g sec g f an 0 = 6 cosec 0 cot 0 

^ g 1 sen 0 _ ^ 1 eos 0 

cosG sen0 senG 



(5) 


sen 3 0 


6 3 q 3 

3 = - o tan 0 = 7 


cos J 0 8 ” 4 

^ tan 0 = ^ 3/4 => 0 = tan -, (V 3 ^ ) 
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un único punto crítico tn el intervalo abierto (O.n/2) q 

n . /ir— h "u®*i 

Analicémosla* °’ 7376 rad ‘ B 42 * 15 ' 25 " 

„ naiu ralcza del punto crítico: 

(6) 8 [sec 0 tan 2 0 + scc 3 0] + 6[coscc 0 cot 2 0 + cosec J o] 

Como 0 O está en el intervalo (0, ^ ) y aquí todas la funciones irig ono 

on positivas, tenemos que L"( G 0 ) > 0. Por tanto, L(0„ ) es un minimo ^ 

Además, por ser éste el único extremo local en (0, |), concluimos también 
mínimo absoluto. Considerando que 



.1/3 


i«/3 


^ J 

= 2( 4 ) 2 / 3 (4 2/3 + 3 2j3 ) i/2 + 2( 3 ) m ( 4 2/3 + 3 ^ )l/2 

■ 2(4 273 + 3 2/3 )( 4 2/3 + 3 2/3 )'« « 2 (4 2/3 + 3 ^ )M 
'2 [VIó + ^9 ] 3/2 ~ 9,87 m. 


PROBLEMA 16. 


Refracción de la luz. 


El principio de Fermat de óptica dice que la luz va de un punto a otro por el 
camino que requiere la menor cantidad de tiempo. 


Se tiene un punto A que está a a m. arriba 
de la superficie de una piscina y un punto B que 
está dentro del agua a b m. de profundidad. 
Desde A parte un rayo, toca la superficie del 
agua en un punto O, cambia de dirección y pasa 
por el punto B. El ángulo a es el ángulo de 
incidencia y 0 es el de refracción. 

Si la luz se propaga en el aire a una velocidad 
vi. y « n el agua a una velocidad v 2 , usando el 
principio de Fermat, probar que 

sen ct v, 
sen p “ v 2 ‘ 



Solución 
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Sean x la distancia de C a O, d la distancia de C aD y I " 
que toma el rayo de luz para llegar desde A hasta B pasando P or c P u " dc 0 a B , 
(j y ti los tiempos que toma el rayo de luz para llegar de A a O y 

jgjpectivamente Tenemos: 

Longitud de OA = y/a 2 + x 2 y Longitud de OB * yj b 2 +(d-x) . 

Luego, _ 

■\Ja 2 + x 2 _ yj b 2 +(d-x) 2 

ti= ^r y t2 = — t 2 — 


de un 


punto 


a o# 0 



Pero 

Luego, 


T(x) - ti +1 2 


Va 2 + x 2 

T(x) = + 


y¡b 2 +(d- 


X) 2 


* 2 

Si el camino escogido es el que da tiempo mínimo, se debe cumplir: T'(x) = 0. 
Pero, 

T*(x) =- 

Luego, 


d-x 


a 2 + x 2 


r( X )=o o 


v 2 V b 2 + (d-x)' 
d-x 


Pero, 


/ l VT r 7¡ T V2> /b 2 +(d--' 2 


( 1 ) 


"Ja 2 + x 2 


= sen a y 


d-x 


b 2 +(d-x) ¿ 
Reemplazando estos valores en (1) se tiene: 


x)‘ 

= sen p 


sen a _ sen p 
v, ~ v 2 


sen a _ Xi 
sen P v 2 


^lA 17.] Un aviso comercial de 9 m. de altura está pintado sobre una 
pared vertical. La base del aviso está a 16 m. sobre el nivel 
del ojo de un observador. ¿A qué distancia de la pared de <- 
colocarse el observador para que el ángulo formado por e ojo 
y los extremos superior e inferior del aviso sea máximo 

del observador a la pared y sea 0 el ángulo formado por el ojo 

* u _ / y, 105 extremos del aviso. Se tiene que, 
donde 











































-1 X _1 X 

COt 25 - cot 16 


Debemos hallar un valor de x en el intervalo 
(0, +op) en el cual la función anterior nos dé un 
máximo absoluto. 

Derivamos la función respecto a x: 


d 0 _ _ 1 

í ' 1 

| 4. 1 1 

r >) 

dx 1 + ( x/25 ) 2 ' 

l 25 J 

l + (x/16) 2 1 

v 16 J 



16 


25 


16 


25 2 + x 2 


16 2 + x 2 


Ahora hallamos los puntos críticos: 

25 , 16 


d 0 A 
dx ° 


25 2 + x 2 


16 2 + x 2 


= 0 <=> 


25 


16 


25 2 +x 2 


16 2 + x 2 


O 25( 16 2 + x 2 ) - 16(25 2 + x 2 ) <=> 9x 2 =3.600 =>x = 20 

Aplicando el criterio de la primera o de la segunda se verifica que el punto 
crítico x 20 corresponde a un máximo relativo. Además, como x = 20 es el 
único extremo relativo en el intervalo (0, +oo), estamos frente al máximo 

a so uto. or tanto, para obtener un ángulo máximo, el observador debe colocarse 
a 20 m. de la pared. 


P ROBLEMA 1 8j Se tiene una hoja larga de papel de 24 cm. de ancho. Una 
esquina de la hoja es doblada hasta tocar el lado opuesto. 
¿ n que parte debe doblarse la hoja para que la longitud del 
doblez sea mínima? En otras palabras, hallar el valor de x 
que minimiza a L. 


Solución 

Tenemos que 
eos 0 = x/L 


( 1 ) 


24-x 

-= eos a = eos (ti - 20) = eos (n + (-20)) 


= - eos (-20) 

= - eos 20 
= - ( 2cos 2 0 - 1) 


(Ident. Trig. 20) 
(Ident. Trig. 28) 


Por 

jjstf 

u 

I 9:en, 

L'(x 

V m 

arvik 

WD« 

Sffi 


















































* Oenvada 




3.600 

¡fea ***$ 
con '° 

fre " , he cok*** 
ador deO e 


a»c" 0 ’ 


l;pj 

2 * 

Pallar«' 


20) 



5 A '" k ™».... 

1 2cos‘() i _ 
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. L 2 -2x 2 


2(x/L) 2 


(por (1)) 


1/ 


Luego. 


24-x __ L 2 -2x 2 


L (24-x) = x(L 2 - 2x 2 ) => L 2 = JlL 

x-12 


,3/2 




12 


Por otro lado, para la esquina doblada alcance el lado 

no s ca 1 a o tro e squina i nferior. d ebemos t ener q ue l 2 <x En en PUnt ° T 
función a minimizar es: q 1 2 < x. Enconsecuenc.a la 


V x-12 


x-12 (x-12) 3/2 

Vemos que L(x) tiene tres números críticos: 0, 12 y 18. Pero, sólo 18 está en el 
intervalo (12, + 00 ). Además, el criterio de la primera derivada nos asegura que 
^(18) es un minimo local y, por ser este el único extremo local en (12, + 00 ), L( 18) 
es ni * nirr >o absoluto. Luego, x = 18 es el número buscado. 



en el intervalo (12, + 00 ) 


,3/2 


2-\/ x-12 


L'(x) = 


, 1/2 


(x-18) 


^BL gisiA 19. ] Hallar la dimensiones del cono circular recto de volumen 
8 °luc¡6 mínimo que se puede circunscribir en una esfera de radio r. 

Sean v 

u del cono 
^ a tura del cono. 

L longitud de OV 

** ten c t r nán8ulos rectángulos VCB y VTO, 

Ajantes. [ U " c agudo común, son 


R 


r(x + r) 













































0 P t 'fnjz ar . 


x‘-r 2 (x + rKx-r) 

H ateneo del oooo es: 

3 3 x-r 3 x_r 
P»a tener ua cono se debe tener que x > r. Luego, debemos 

x r~(x + r) 2 

--en el intervalo (r, +oo) 

3 x-r 

Den%ando; 

”~ 2 (x-rX2Xx-t-r)-(x + r) 2 nr 2 (x + rXx- 3 r ) 

(x-r) 2 3 ~~^T~ 


V*(x) = 0 


xn = 0óx-3r = 0^x = - r = 06x*3r 

Lo s núme ros críticos son: - r, 3r y r. Pero en (r, +oo) S ó| 0 está 3r 
El criterio de la primera derivada nos dice V(3r) es un mínimo 
dimensiones dd cono buscado son: ' LUÍ 8°' 


El criterio de la primera derivada 
ensiooes del codo busc 

h = x~r = 3r-r = 4r 

R = _|tx-r)_ =D = r(3r+r) _ 4r 2 4r 2 r~ 

Í7'i7?'^ r 


PROBLEMA 20. Un bañista se encuentra en un punto O de una pbp, 
observ ado dos veleros A y B, que se encuentra en un punió 
P Este punto P está a I Km de distancia y exactame* 
frente al observador. Los veleros comienzan a navefv 
siguiendo una trayectoria paralela a la playa. El velero Bo 
3 veces más rápido que el velero A. Hallar el máximo vita 
del ángulo de observación 0 entre los dos veleros. 

Solución 


Si P el ángulo POB y a el 
ángulo POA, entonces 




e -p-a 

Sea x la distancia de P al velero A. 

Luego, 3x es la distancia del punto P al 
velero B. Aún más, tenemos que: 

tana-x y tanp«3x 

De acuerdo al identidad trigonométrica 25 se tiene 


Derivad 


0' 


1 + 


1 + 
Esto es, 
0 ' ■ 

0' 

Desccl 
El crv 
máximo l< 
Luego, 

0 - 






























x "- r -o 4x , 3r 

< - r) «m m i n i mo . LuigM 


4r 4 


2 2rVT 


~ VTr 


en un punto O de una playi 

, B, que se encuentra en un punió 

Km de distancia y exactameni; 
, s veleros comienzan a »vJF 
paralela a la playa. El vel ^ 
velero A. Hallar el máximo 

0 entre los dos veleros. 
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tan 0 = tan (P - a) - J^üPMan a 

ÍT7TÍ— 

0- tan 'L 2x^\ XMx) U3x J ^ 

Vl + 3x 2 J 

Optimizamos: ' 


0 = tan’ 


Derivando: 


-lf 2x ' 
l + 3x 2 y 


cncl intervalo [ 0 , 


+00) 


(t) 


1 

í 2x \ 

ü 

l+ 

' 2x/l + 3x 2 ' 

2 

v l + 3x 2 , 


2(1-3x 2 ) 

, 2,2 


Esto es, 
0 ' = 


" +3x > -*(wu h «) 1 


i + 


-!_ 2(1 — V~3 x)(l + /3 x \ 

^ 2x/l + 3x 2 j 2 (1 + 3x 2 ) 2 


( 2 ) 


0 . = o 2(i - VT x )(i+VT x) 


o => x — —— ó X-_ L 

(l + 3x^ v3 /j 

Desechamos -1/V3 por estar fuera de [O, +oo). 

El criterio de la primera derivada aplicado en (2) nos dice que 0 tiene 

máximo local en l/VT y, por ser extremo único, éste es un máximo absoluto. 

Luego, el ángulo buscado es: 


un 


0 = tan * 


2(l/VT) 

= tan 1 

r 2d//3) i 

_-lf 1 1 

M ^) 1 J 

l 1+1 ; 

" a “ UJ 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.6 


(Area Máxima). Hallar las dimensiones de un rectángulo de 72 nr de pe 
flue encierra un área máxima. 

2 ’ (Ar ea Máxima). Probar que entre todos los rectángulos de penmetro i ij°. e 
< l Ue encierra un área máxima es el cuadrado. 
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3. (Arca Máxima). Se quiere cercar un terreno rectangular que está a | a 

de un río. Si se cercan sólo tres lados del terreno y se cuenta con 400°^ 
alambrada. ¿Qué dimensiones debe tener el terreno si se quiere q u - ? ^ 
área máxima? ' n § a 

4. (Construcción de envases). Se construye cajas sin tapa utilizando lámina i 

cartón cuadrado de 96 ctn. de lado, a las cuales se recorta un p^.. 
cuadrado en cada esquina. ¿Cuál debe ser la longitud del lado del cuadrad 
cortado si se quiere que la caja tenga volumen máximo? 

5. (Construcción de envases). Se construyen cajas sin tapa utilizando láminas de 

cartón rectangulares de 21 cm. por 16 cm„ a las cuales se recorta un pequen 
cuadrado en cada esquina. ¿Cuál debe ser la longitud del lado del cuadrado^ 
se quiere que la caja tenga máximo volumen? 

6. (Construcción de envases). Se construyen cajas 

con tapa utilizando láminas de cartón 
rectangulares de S din. por 5 dm, a las cuales se 
les recortan los cuadrados y los rectángulos 
marcados en la figura adjunta. ¿Cuál debe ser la 
longitud del lado del cuadrado si se quiere que 
la caja tenga máximo volumen? 

7. (Construcción de envases). Se construyen cajas 

con tapa, las cuales también tienen caras 
laterales. Para esto, se usan láminas de cartón 
rectangulares de 9 dm. por 6 dm.. a las cuales se 
les recorta los 6 cuadrados indicados en la 
figura adjunta. ¿Cuál debe ser la longitud del 
lado del cuadrado si se quiere que la caja tenga 
máximo volumen? 

8. (Volumen máximo).El reglamento del correo 

exige que la suma de las longitudes (largo, 
ancho y altura) de un paquete no debe exceder 
120 cm. Hallar las dimensiones de la caja con 
base cuadrada, que cumpla las regulaciones del 
correo y que tenga máximo volumen. 

9. (Pista de carreras). Se desea construir una pista de carreras de 560 m de 

longitud. La pista debe encerrar un terreno que tenga la forma de UI j 
rectángulo con un semicírculo adjunto a cada uno de los lados opuestos e 
rectángulo. El rectángulo debe tener área máxima. Hallar las dimensiones 
rectángulo. 


10. (Pista de carreras). Se desea construir una pista de carreras de 400 m 

InnoihiH I í» *_fnrma ClC 


*-■ — —"**"«*/• ucova construir una pista ae caricias 

longitud. La pista debe encerrar un terreno que tenga la forma 
rectángulo con un semicírculo adjunto a cada uno de los lados 
rectángulo. ¿Cuál es la máxima área que puede tener el terreno' 


un 

del 


c of° f 


•ir 
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^! tud del ia£<S**£ 
Mmo? 0 del cuadra 
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c<r 

. a claread)- Se desea construir una ventana de 7 
H-( M f nerímetro y que tenga la forma de un rectángulo 
in. de V p 0r un semicírculo. ¿Qué dimensiones debe tener 
^ nuiere que ella deje pasar la máxima claridad? 
si se q . A m ayor área, mayor claridad. 

Su2« renc 

‘ ’, 4 ¡nía Claridad). Una ventana de 18 pies de perímetro 
l2 ' ■ conformada por un rectángulo coronada por un 

eSt ? culo equilátero. El vidrio que cubre el rectángulo es 
aclaro que el que cubre el triángulo. Por pie cuadrado, 

I ¡drio del rectángulo deja pasar el doble de luz del que 
e ' el triángulo. Hallar las dimensiones de la ventana 
que dejan pasar la máxima claridad. 

i (Costo mínimo). Dos puntos A y B están opuestos uno 
al otro en las riberas de un río de 3 Km. de ancho. Un 
tercer punto C está en la misma ribera que B pero a 7 
Km. río abajo. Una compañía de teléfonos desea unir 
telefónicamente los puntos A y C. Para esto, se debe 
tender dos cables: Uno de A a un punto P, en la ribera 
opuesta, y el otro cable de P a C. Si el tendido del cable 
en el agua cuesta S 17.000 el Km. y en tierra cuesta 
S 8.000 el Km. ¿Dónde debe estar localizado el punto P 
para que el costo sea mínimo? 

14. (Costo mínimo). En el problema anterior, si el tendido de cable en el agua 
cuesta S 13.000 el Km. y en tierra $ 12.000. ¿Dónde debe estar localizado 
el punto P? 

•5. (Tiempo mínimo). Una isla se encuentra a 
4.8 Km. de una playa recta. En la playa, a 6 
ton del punto F que está frente la isla, 
funciona una bodega. Un hombre que está 
c Ua isla quiere ir a la bodega. Se sabe que 
°^ re rem a a 3 Km./h. y camina a 5 
Si ca mino debe seguir para llegar 
^ “ dega en el menor tiempo posible? 

Jj B P° m taimo). Si en el problema anterior el hombre rema a razón de 4 
' ) ca mina a razón de 5 Km./h. ¿Qué camino debe seguir? 

pr’*!* ría) - Un hotel tiene 100 habitaciones. El gerente sabe que cuando el 
por CaH P0r habitación es de $ 45 todas las habitaciones son alquiladas; pero 
W lm . d6lar de aumento, una habitación se desocupa. Si el precio e 
4tbejj a | lent0 de una habitación ocupada es de $ 5. ¿Cuántas habitaciones 
- ^ lta ción' )l ^ para °^ tener máxima ganancia? ¿Cuál debe ser el P rec, ° p 

v *e a U p a) ' Una f mca está sembrada de mangos a razón de 80 P ,anta: j p 
Cada Planta produce un promedio de 960 mangos. Por cada plan* 


lila 



Bodega 
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Y 



y = 4 - xV3 4 

y = xVé-2 

V 


p. 

i\ 

—A 




/ 



\ I 31 


.. n de producción por planta se reduce en 

, ie se siembro, el P™ m f e d ” n sembrar por hectárea para obtener la 
adicional que * pla „,as se deben 

iríprod^"’ dimensiones del 

rSctuloderadior. f u „ cana , de 

20 (Volumen máximo)- Se p^= fmca . u sección V b J 

1 concreto para «n*** ^ se indica la figura V H/, 
transversal del can des late rales una misma í \. 

teniendo la base Y u P lo 0 que permite que el cana 

,ong ' tU i mavor volumen de agua, 
transporte el may área del trape cio 

Sugerencia: bxpresc * 

en términos de 0 y maximice. 

Hallar las dimensiones del 
acotada por las parábolas 

2 v 2 

^ x y _ *_ _ 2 

22. (Resistencia Máxima). De un tronco circular 

una viga rectangular de maxima resistenc . . es directamente 

rectángulo. Se sabe que la resistencia de una viga rectan & u ^ donde 
proporcional a su ancho y al cuadrado de su altura. Es decir, ’ det 

R es la resistencia, k es una constante de proporcionalidad, a 
rectángulo y h su altura. — 

23. (Area Mínima). Un trozo de alambre de 
12 m. se corta en dos partes. Una parte se 
doblará para formar una circunferencia y 
la otra se doblará para formar un cuadrado. 

¿Dónde se hará el corte si : a. La suma de 
las áreas es mínima, b. La suma de las 
áreas es máxima? 

24. (Area Máxima). Hallar las dimensiones del 
rectángulo de área máxima que puede inscribirse 
en un triángulo equilátero de 12 cm. de lado, de 
tal modo que un lado del rectángulo descanse 
sobre un lado del triángulo. 

25. (Area Máxima). Probar que de todos los triángulos 
fijo, el que tiene área máxima es un triángulo equilátero 

• /.«¡celes m sC 

26. (Area Máxima). Probar que de todos los triángulos iso ¡látcr o 
circunferencia, el que tiene área máxima es un triángu 




isósceles 


32. 


33. 





























; ' or Planta se 
cetárea para ob^' Cn 


le 

>n 

a. 

ta 

al 




lío 3 am. se quien vv- 
lar las dimensiones del 
c, angular « ^cun- 

Es decir. R-^!^ 
¡dad.» «"•«***' 
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„ ^\ r ca Máxima). Se inscribe un trapecio en un 
semicírculo de radio 2. en tal forma que un lado 
del trapecio coincide con el diámetro. Hallar 
m *\ima posible área del trapecio. 

:S. (Arta lateral máxima). Hallar las dimensiones del cilindro circular recto de 
Area lateral máxima inscrito en una esfera de radio r. 

;q, (Volumen máximo). Hallar las dimensiones del 
cono circular recto de volumen máximo inscrito en 
una esfera de radio r. 

1 , 

Sugerencia: V - Volumen del cono = - nx^h. 

Pero, por semejanza de triángulos: x 2 = h(2r - h). 

Luego. V • j 7th 2 (2r - h). 

30. (Area lateral máxima). Hallar las dimensiones del cono circular recto de 
área lateral máxima inscrito en una esfera de radio r. Ver la figura del 
problema anterior. 

Sugerencia: A = Area lateral del cono = nxg. 

31. (Volumen máximo). Probar que el volumen del 

mayor cilindro circular recto inscrito en un cono 

4 

circular recto es ^ del volumen del cono. 

(Area máxima). Se construyen figuras 
contornadas por un triángulo isósceles de 10 
cm. de lado al que se le adjunta un semicírculo, 
como indica el dibujo adjunto. Hallar: 

a - El ángulo 9 correspondiente a la figura de 
área máxima, 
b- El área máxima. 

Sugerencia: Ver el problema resuelto 5 de la sección 1.1 

(Cerco minimo). Se quiere construir un conuco 
rectangular de 7.200 nr de área a la orilla de un río. 

> sólo se deben cercar los tres lados que indica la 
'sUra, ( .cuáles dehpn c». inc longitudes de estos 

cantidad posible de 



i . ¿ cu áles deben ser las longitudes de estos 

c, r 0S o S¡ sc q ui «® la menor 
cerco? 




Rio 


4=* 


(Cerco 


recta mín ' mo )- Se quiere cerrar un terreno 
nted n ^ U ar ^ * ue 8° dividirlo en dos partes iguales 
lantc una cerca como indica la figura. El área de 
WiEza* Cr ! cerrado de be ser de 864 m 2 . Si se desea 
dim«„ r a m,n 'ma cantidad de cerca, ¿qué 
S| ones debe tener el rectángulo? 
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. se quier c e»"^g U * to “uyoT»r g o *„ eú'oW.^ á, 

35- C “ j “ S¡ " qUtoC US " m ‘ n,ma ^ 

‘¿SSr. „ es jebe .ener la caja ai no .iene tapa? 

. Quédi^" 510 ¡mDrimir un libro, en el cual 

b 6 f nía) Se qU1CrC drenes superior c inferior y 2 
36. tenga i»® ", ® x ,o escrito debe ocupar un 

“‘"/emarsenaf" ^ busca economizar papel, ¿qué 
área de 294 cm 3 son , as mía conven,entes? 

dimensiones rectangular de 480 m 2 . de área soh, 

, area máxima). Se tiene u ue tendrá también forma rectangular pV 1 
37 ‘ ( £T* va a ***** $ ^ y 4 m . a los cos ¿ s / 

jardines se de^aran^rr ^ que d árca de , a ca$a $ea 

dimensiones e e ^ productos una empunta nKW¡ta 

38. (Area mínima). 2n ,¡ tros de capacidad y con tapa. Si se busca » a . 

cilindricos de noja ta é dimensiones debe tener cada pote'» 

la mínima cantidad ae J 

39 . (Ar , a mínima). Resolver el problema aptenor para el easo en que el p* „„ 

tenga tapa superior. 

m íVoIume n máximo). Se quiere construir vasos (c.l.ndncos sm tapa) de vidrio 
tensan 108* cm 2 . de material. ¿Qué dimensiones debe tener el vaso sise 
quiere que contenga la mayor cantidad de líquido? 

41 (Velocidad más económica). Un bus debe hacer un viaje de 500 Km. aúna 
velocidad constante x Km./h. La gasolina cuesta $ 0,5 por litro, el bus 
x 2 

consume 2 + — litros por hora, y el conductor cobra $ 15 por hora, ¿cuál 
200 

es la velocidad más económica? 

42. (Ley de reflexión). Usando el principio de 
Fermat (la luz viaja de un punto a otro a través 
de la trayectoria que minimiza el tiempo) probar 
que si la luz parte de A se refleja en un espejo y 
pasa por el punto B, entonces el ángulo de 
incidencia i es igual al ángulo de reflexión r. 

( cm a dp° PtÍI ü a n SCtÍCneUnahoja lar S ade Papel d e 24 

aS¿¡£ST - 
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ii i' *‘*"* r " " Mm * I» dioMotio-., . 

sv»v circular ñuto Je volumen “* un 

w puevk circunscribir on '" m ° < T Uc ‘ 
^mesfera) Je radio K cm. b^bíerto 

*5. Fíente a w\ edificio. y n 27 P i c , dc 
distancia. ve tiene una pared j* 8 picx ^ 
ahur a Malla» la longitud Je la escalera 
nU' corta que pueda apoyarse en el suelo 
U pared > el edificio 

* (\Uura mínima). Hallar la aliura mínima 
h OP que Jebe tener una puerta Je una 
torre para que a través dc ella pueda 
pasar un tubo AB Je longitud t>yjb 
I I ancho Je la tone es 2y¡2 m 


m 



SECCION 5.7 


Mi; IODO DE NEWTON-KAPIISON 

Resolver una ecuación, no siempre es simple o ladiblc Aún más. la situación 
«complica cuando en la ecuación intervienen funciones trascendentes Am. no 
cv.stcn formulas para resolver ecuaciones tan simples como eos x x. 

Para acudamos en la tarca dc hallar ralees de ecuaciones complicadas, viene a 
w tu> auxi ¡o el método de Ncwto-Raphson Este método, mediante un simple 

> eso dc iteración, podemos aproximar, con la exactitud deseada, una raíz real r 
«unaecuación í(\) 0. 

of Mu mC10d ° fUC P resentjdo P° r >saac Ncwton (1.642-1.727) en su obra Method 
•■-vtra' ,0n% CSCnta c * aflo *-671 > publicada, muchos artos después, en I 736 Para 
31 su método, Nevvton, como ejemplo, encuentra aproximaciones a la raíz de 

«uauon \- _ 2 X - 5 = o (ver el ejemplo 2, más abajo). 

un matemático inglés egresado de la 
\íx ftwt 1 an *brigc y amigo de Mentón Estuvo involucrado, a favor de 
fkirn v t i ', \ rcver,a ron Leibm: sobre los orígenes del Cálculo Raphson. a 
a f>tírc " n 1 Permitía acceso a sus trabajos, publicó el año I 690. mucho antes 

> > -• „^ tra 1 ^ Mfthod of Fuxtón, su obra Analisys Aequationum Vnlvenales . 
' r, i: ,i * ^ ,í,tVl ’ 7 H) r primera ver. el método que ahora se llama de Mentón- 

^(«.bl^ J ' CC Cs,c mti,odo ' Sca f una función continua en el intervalo 
"^«H. c, ' v *ble en el intervalo abierto (a. b). Si fl>) y flb) nene signo» 

Cc '> el teorema del valor intermedio nos asegura que existe un 
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nr) ■ 0. Esto es, r es una raíz de f que 
,|..i^ ,al ? A . i, gráfica de f. elegimos una primer* amo/"''"»y. 
nürtier ! , *un esbozo # | a hipótesis de que la recta tangente 4 | / 

íSül» * N< “"lu-ió x i».- •'' v "7’ M "*>i»i l<r ■ 

l a recta tangen 

V ia al eje X en xj, tenemos 

Sl esta recta corta a 

0 ■» ftxi) " f'(*'^ Xj *" X| 

De donde. 

_ üíii.sinxi )* 0 

xr 3 *' f*(x,) 

-i nroceso tomando x 2 
y logramos la tercera 

* ,U8ar íe.: ¡Lo por 

f(x 2 ) 



aproximación xj, dado por 



Xj * x 2 


f'(x 2 ) 


Conl.nuei.do el proceso. conseguimos una sucesión de aproximaciones 


Xj. . • i Xn< Xfl*l 


. , donde 


Xn-. I Xn 


f(x n ) 


f'(X n ) 

Cada aproximación sucesiva x„ se llama una iteración. 

Diremos que esta sucesión de aproximaciones converge a r si x.se acerca na; j 
más a medida que n crece; es decir cuando: 

Llm x n = r 


> +00 


En resumen, tenemos: 

METODO DE NEWTON-RAPSON. I Sea flr) = O, donde f es derivabk es 


intervalo abierto que contiene a r. Para aproximar a la raíz r seguir los t 

pasos: 

1. lomar una estimación inicial X| cercana a r. Ayudarse con ti pifie* 

2. A partir de x „ h aliar n uevas estimaciones x 2 ,xji •• *• *' 

mediante: 

Xn _ iííiL, donde f •(*!)* O 

f’(x„) 

cal «» 

1-a aproximación buscada es x n+ ( si se cumple que x *-1 
trado de aproximación buscada. 


5ol«c‘« n 
Da raí/ 
J prox‘ tI,aC 
0ie«. ** 
abierto qo 
Luego. 

Xfl- 

Ahora, x, 

x: - 

x,= 

x* : 

Xj 

Una ca 
coinct. 





^on 






















■ 


.drU! 


[|7j ('«armando con x, - j caJ 
y *, de U raíz pcnitiv» 4 , ^ ( 

* J -J-0 


tna de x* 3 - 0 c* /j 

<k/3 


L**». 


„» l» »•»» ' “ "•"«“I* ™ »*> * ' 

^¡9^ coatxnc 1 Ji Adema», f *(*)« 2x * fcT%,h 

^ . h > f(K ^--- - x. - ( —« )2 ~j , <N)**3 ,( 

*-• ''<*■> 2x„ x,*i_| 

_ « «MiMirn * ' 


i. entonce* 


-K-éH*n- 

-¡(■■•i)-; hh- 

«,- i| 1,732142U57 ♦ --- I • - - 

l( 1.732142857 J \ 


6,00031M77 
3.464285714 


1.73205081 


'-«afcdadonoosdaquc V3 - 1.732050808 Ven»» que «le rrior y dde 
V •«■oda es 6 cifra* decimales 


[VACIOH1 El arado «fe nwftwaraSw te «P«« d“* 
xw»ÍT4 dcarad'A para la raíz A*í, »• * p*dc una 

^ « cale lan la* apioxiraacmoea ba*a ** Vi „* 

declínalo Otn tmaen de**" 

"“«o «e hace pidiendo que la» apio*irrac»eo “***"* 

¡ “ “*» * «** - I® ’- ** *“ ""I*fa» ■ «“* 

( uírta C únale» n ecfuivaletfc a da» <*•***•»* 

u rn«i¡« 1*- 1« • 1 * P ' taM '^ 

~ xpr,i 1 :1. ni» fe rau de u eo» 

*• •** <4&r# Mrtb«»d of Hu*V>«» 











































Im pr*fc* «* 




L*¥“ 

. Ü_LilLL ,yc TiJ '* * «■MIH 



ir 


2l*en(l> ♦!) 


3,763566 5 VI 
X68?9í !*7 
3J3I29MI 

3.‘4995W35 


1.021699964 


1.02181593 


3J30685*-? 

3.-993624^ 


- 1.021689954 


= 3J830685945 


* 1j021689954 


caw que x* y %4 coinciden en 8 «es realidad. cacabas decanto. Laegs 
i. aproan» ton buscada es x *1 021689954. o. redondeando 1 1 cifra deonakt, 
v* 1.C2168995 

£¡ amena ¿ rbraioo de (.oraputacK* Dwnt nm da. cano lotaao» 
^•.Mnadi ■ esta ecuación. c! s akw 1 021689954. él cualcomcide a» i*. 


DIFICIL! \I>1 S 1\ LA REGLA DE NE"TON-RAPHSO?i 

i 

• iuiuii \«Bca la sucedían de aproximaciones *i. x * ■ ■ **, . _ 

n “ n, ' a - New. ro-Raphsotv. conespond «mies a una ecuador. 

^“' •inacicc nncial \ ¡. no com erge Esto x pued^ deber 3 

c,USte c?rD'amacj >n tal que f *< XJ 3 ®- 0 wUa2 calcular 
ú Punto U 4 . ff^) ck bonzootal. En ul wtuación no 

^ rt «lUíeic disidir entre f *( *a) * 0- o. 

*** suceder tamban que f *í*xL «» *» *** He ^ 
aproumación se aleje dd la '- u 

H * “ ecuacjon - , cik1o u ****** 

' ‘‘ iI f'-tera difka..,tada se salva fácilmente c 8 

* cuidado 


























5*0 

s » a ?«**** 

-O.****'>' '' " t -*** > 

„ tnu)v*Mc y. OW *• * "‘ 

Newsoo-Raph* 0 " 

Psr» «yodamos pm-lmtnte. «** *?*<?"_* 
encuentra en alguno***** * Anal ““ So«éoe»= 

Se. re» una raíz de «*)-•• SI nhie un lateo alm 

r y allí «c cumple que: 

*x)f M (x) 


1. 


A*rfb 


(rw^ 


< i.vid. (l> 


entonces la socesióa de aproximaciones *». x*, *>• 
método de Neaioo-Raphson. converge a r, para 
a, tomada en d intervalo I. 

Decanos que este resultado nos da ana aytala parcial < 
de ella no se cumple. Ea decu. existe" * 

la desigualdad dada no se cumple 


EJEMPLO 4. Mediante la condición (I) 

de aproximaciones encontrada ea ejemplo 2 

-»1- 

ooi «icion 

*x)-x 3 -2x-5. ft*)-3x 2 -2. fV)-6x 
Ahora.endintervalo(2,3),donde 2<x<3.i 


«X)f"(x) 

m 

UM«-s)(6x)1 

|* 3 

{t'tof 





W í 




L»’-fa->k«)i _ 2 

(x J -2x-5) 

x 4 1 3 

** 




Luego. U 


































O) 


-• 


^?B£ 
iprcxaottaa 


r debido iqoed joto 
convergen y. b® 1 ? 


tq* 


¡is* 5 ** 


, 2 coc'^ 



< L 


PROBLEMAS RESUELTO S 5 7 
^LÉMÁI] Aproximar, con 5 cifras decimales, | as rZK ^ 

x 4 - 6 x 2 + 8x + 8 = 0 


381 


Solución 


1 = x 4 - 6x 2 + 8 x + 8. Se tiene: 



Sea flx) 

ftx)= 4x 3 - 12x + 8 = 4(x + 2)(x-l) 2 , 

f'(-2) = 0 y f’(l) = 0 

El gráfico de f nos dice que la ecuación dada tiene 
dos raíces: una, rj, en el intervalo [-3, -2] y la otra, 
r : . en el intervalo [-1,-0]. 

En vista de que f’(-2) = 0, no se puede tomar x,= -2 
como aproximación inicial para ninguna de las dos 
mees. Pero, nuevamente el gráfico, nos dice que para 
aproximar r, se debe escoger x, < -2, y para aproximar 
se debe escoger x t > -2. Más precisamente, el 
ma>0 ? raflC0 nos sugiere que para r, tomemos x, = -3 
^ >ari r *’ X| " ~L Es así como procedemos a 

continuación: 

tenemos que: 

V,« *„ - Üili = 
f'Un) 

: Voiimación der,- 

> i »- K ¿) 1 ^ 6 (- 3) 2 - 8 

4 ((~3) 3 -3(-3> + 2 ) 4(—16) 

2 ^00151689 X 4 = - 2,799446153 x 5 =-2,79944571 

O-*-2.7 

"‘lición de r,: 


X n ~ 


x 4 -6x^ +8x n + 8 _ 3x¡} -6x^ -8 

4(x 3 -3x n +2) 4(x 3 -3x n +2) 


181 


= -2,8228125 


^aego, r = ( . 

Xs "2,79944571, ó, con cinco cifras decimales, r¡ 2.799t. 

U.! * 


‘1. 

" 3 (-l) + 2) 




11 

4(4) 


= -0,6875 


I 




























X) - - 0,679972769 *4 * -0.67996066 x, . -0.679^ 

Luego, n = - 0.67996066 ó, cocí cinco cifras decimales, r 2 = - 0 . 6 ^ 


PU(3BLÉMÁ2T| a. Hallar el ponto P. en la gráfica de la función > = c * 

esta más cercano al origen. 

b. Hallar la distancia de este punto ai origen. 

Dar las respuestas con tres decimales de aproxíme^ 


Solución 


a. La distancia de un punto P = (x* e' ) cualquiera del gráfico de y - e l t 

origen está dada por la función: 


Ji‘t (e') 


2. = Vx 2 + e 2 * 


e 


El punto que buscamos es el punto 
cuyas coordenadas minimizan esta 
distancia, o, equivalentemente, 
minimizan el cuadrado de esta 
distancia: 

d 2 = x 2 + e 2 * 

En consecuencia, debemos hallar los 
puntos críticos de 

d 2 « x 2 + c 2x 

B “ n ■ ¿(« 2 )*2* + 2 e 2 ' = o=>xH 

Resolvemos la ecuación: x + e 2x = 0 

$ea fíx) = x +■ e^ x *■ 

c - Se tiene que 

f '(x)- 1 +2e 2 * y 

d,ce u eamun <“* 

Sea X| -0,5. Entonces 

2*1-1 2í-os»_. 






. * 1 1 

n 














AnlM»‘lon«*» »•** U I VrlV4iln 
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1.84 0,426300033 

x> 4,334426452 

-^600. OS 0|42wq2751 

* 4,345738097 

t uego. I» aproximación con tres cifras dec.nu.lc c» x 0,426 y el punto 
, gráfico de y e* nula cercano al origen c 

P, ( 0,426, c ( 0.426.0,653) 

I a distancia de P„ ( 0,426, 0,653) al origen ea 
b- _ _ 

¿m /x 2 + e 2x - - /0.60803695 - 0.780 


(pgOBLÉMA 3j Sea un número positivo y k un entero mayor que 1 
Deducir, mediante el método de Newton-Raphson, la 

siguiente iteración para aproximar V a . 


(k 1) x (l + 


,k l 


b. Usando esta iteración, hallar V17 con una precisión de 6 
cifras decimales. 

La iteración anterior, para k 2, dice 

1 í a 1 

x »*l T x n + 

1 \ *n ) 

lista fórmula fue conocida en la antigua Babilonia para 
computar la raíz cuadrada •$a 


Solución 


*• VT es la raíz de la ecuación flx) x k - a. Luego, de acuerdo a Newton- 
Raphson, 


x -x f ^ x n) *n~ a - kx n ~ (Xn- J2 

X|»*l Xn ” ■ Xn , „k-l 


«'(Xn) 


kx 


k-l 


kx n 


- (k ~ 1) X S a jj 


k x 


k-l 


(k — 1) x „ + 


v 


*n / 


b.T 


" lllJ nioscomo aproximación inicial X| ■ 1,5. 





















( «pitillo ». Api* * 


* w *»4k* 



lí 

i 17 

4X| * 4 

5 

*1 l 



4(1.3) - 


(I 


** 3 

„ . 1.774374802 
Ki _ 1.762340377 


v I 


I604SM» 


)U l.762M>2488 
n* 1.762 '40348 


I, khu „m . MoMni «o el iivt-H 1 » k Ni.«, 

1 [. m Je I* ecuación 

yi-o 

Solución 

La raiz tic esta ecuación e» r - 0 Veamos que este va’or no puedr „ 
aproximado por ninguna sucesión Xi. x¿, *>. . X* ... de anroxim 

X| es cualquier valor no nulo. Fn efecto 

Tenemos: flx)* x 1 ’ y fX*)“ —57T y 

3x 

f(x,) (x B ) l/3 

* rl ’ *•“ f•(».)“ X *' ly3(x (1 ) 2/3 

■«.- 3x, - -2x. , 

Luego, la sucesión de aproximaciones es: X|, -2xi, 4xi. -8x, . . . 

“aproximaciones , para cualquier x ( * 0. se aleja de 0 a medida que n crece Es 

decir, la sucesión no converge. 



PROBLEMAS PR OPUESTOS 5.7 

5* * 05 P r °ólemai del ¡ a l a 
correspondiente, deducir au ^ meiitant * UH esbozo de ¡a f* 

Mediante el método de V*/ ecu *cione 3 dadas tienen una i*** 

cvm ^ cifras decimales ** a P lt * 0n ’ bailar una aproximación * 

1 * -«I 2 »!»,. - 


2* 

55 

0 

1 *»> 

*.**) 

fr k 

0+ 

»|. v 

t* A 
00 • 

14. v 
16. X- 


r Mr 
re 

II Ü 


* 

I 
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, .,* f sUa unadiviancia x a Ife derecha it el origen s, N ' ' *1 

' „ 9 \ * 11 » nmu ' S‘* csií a una dixtancta x » |« J‘ ' * 

**“ nr r— ** MW,a « o*l un*» 

< 2 ^2 • « 
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, Uí , Wv ahora. una «firmando fundamental 

la wrmpondcBda establecida es b¡ univoca: A cada numero real W 
,,pudt un único punto > a cada punto le corresponde un única numero 

mk 

\ L| ie\U. provista de esta correspondencia, la llamaremos recta real o 
•aduikfe Se' llama coordenada de un punto al número real que le an^n 
..onpoodcncia Por raaones ele comodidad, mucha* vece» idcntificaremin r 
■w de la tecta numérica con su coordenada Asi. por ejemplo, diremos "el 
mu indicar al punto que le cotresponde el iuuikio 2 

ta el conjunto R tenemos dos operaciones lundamcntalcv la atlicum s la 
•v iiv¡.,auv>n las otias dos opeiaciones basteas, la sustracción y la dmsmn 
*úfem en temimos de las dos primeras El sistema de los numenn redo k 
.« anise a pamr de 15 axiomas l-stos axiomas nos describen el comportan 
1 ***»*. multiplicas' ion. ele la relación “menor" (relación de orden) y 
* T*dad de complctitud de R. A esta ultmu propiedad sólo la mencionaren*'* 

PROPIEDADES DE LA AI>I( ION Y Ml’LllPEH Al l (,N 


conmutativas: 

: a ♦ 

b ** b 1 

h t y ab-ba. Va.b«B 

* ^^«sociatisas: 

a ♦ ( 

b + c) 

-(.♦l» + c y .(bO-d-K^st..' 

lr > Atributiva: 

a(b 

+ c) - 

ab -f ac, Va.b.caR 

l lu, 

**«uo» neutros: 

30 

t R y 

n . , , »„n tale' Ú uf ; 
3 | fc R, simó» 0 * 1 ) 


a ♦ 

0 - a 

y U-*. V** 1 * 



Uii 









\4 


A P*vU„ 


5 |n»fr»o . 

w, , Rtal ciuc**0, la « « »*• q«« a.a '. j 

6. Inveno multiplicativo. 

. 11M . ,. c i,, propiedad* .'..tenores podemos demostrar I., iigü lentr 

Haciendo modela .mporuntc. la presentamos co.no mientra p,.mcr teorema 
p,oposición, que P 0 ' 1 

Su demostración la omitimos 

ll OKIMA AVl] nb-0 o * m » 0 b 0 


I tl ,infracción y 1.» dUKion se definen haciendo uso del inverso aditivo e mvciso 
multiplicativo, respectivamente, del modo siguiente: 

I. a b ■ a + (- b) 2. SI b # O, entonces £ - a.b"' 


ORDEN EN R 

Admitimos l.i existencia de un subconjunto no vacío de IR. que es el conjunto de 
los números positivos, al que denotaremos con IR En la recta numérica, los 
números positivos son los que están a la derecha del origen. Este conjunto noi 
permite definir la relación <, que se lee "es menor que”, del modo siguiente: 


[dI I INK IONT) a < h o (I. - a) es positivo 

C orno consecuencia inmediata de esta definición obtenemos que: 
a es positivo o (I < a 

1K asm ido ,i 1.1 reí ta numérica, a < b significa que el punto que corresponde a a 
esta a la izquierda del punto que corresponde a b. 

[E JEMPLO l j a. 2 <6, ya que 6-2 4 y 4 es positivo 

b - -4<-l, yaque - 1 - (- 4) - 4 - 1 3 y 3 es positivo 


a es negativo o a < O 


U» relaciones > ( -mayor que" 1 , 

quc > * definen en términos de la ' 101 0 '8 ual fi 11 *" ) y 2r ( “menor o igusl 

__ uón ‘ • del siguiente modo: 


|)i MNIC Ion i , 

-i »• a > h o |) < a 

2 - * s b o a < b o a . b 
3 ‘ ■ ¿ b o a > h 


« a |, 





































yjniri»'*' 
lrt ícü* c,ón ° 

t'DflUJ P r 


I,—! 


4 1 «X ♦JO)-* 

v . son *in\plcH nutaciones que usamos por conwdidail 

l O' ' lintvll" ■ ' 


,IU.^.u T o o nu«nuv«» «mono .cal 


RKSOl IKiON DF INECUACIONES 

l ¡u desigualdad donde aparecen utu o ñus variable» es un» Inecuación U 
uK^uavKXK» que aquí nos interesan son la que Heno una sola variable Se lona 

. . . con|un(u solución de una inecuación de una s anable al conjunto loma. ’ 

( V£ iodos lo% numero» leales que colocados en lugai de la sanable pioduer 
■ ■'. .dadei jn 

las i:\-.ua. kmk' ina> sun|sles son las inecuaciones lineales, que son •* 
e l \:.j.!o\'N en l.i' que solo aparecen polinomios de pumci grado »•* 
.. le'uelsen fácilmente haciendo uso de las propiedades baswas ¿c a- 

desigualdades Pata resolscr mecuaciones expresadas en términos de polmom.. 
wyw grado o en tet truno» de cocientes de polinomios (funciones t»sio J ' 
api*, amos el meiodo de Stumv 


I I signo 
[ lia' cniise 

Para este 

Piich.i. i!cti 
IX'lllUMIUO tt 1 

... prueba, s 
polinomio ' 
prueba se en 


INK l VCIONES LINEALES 

. u inecuación es lineal si la máxima poteiKia de la variable ° ^ 

■•«■«onn* •«* Boles de resolver. Pora esto, se despeja la % atiable hacieoAJ 

m peopwdode» bancas de las desigualdades 

1JI MPU) Rcsolvti u inecuación 5x-l5<2x 


(por O», sumando 15 » ambo» 1**°»* 
(por Q}. sumando -2x a amK» 1**°* 






























comodidad 


cuación las 
lile Se llama 
unto formado 
ble producen 

ue son la» 
tado BU» 
asteas de la» 


ale») 


t fc»»** 


.do») 

lad as) 


* - s ia/r 
O a •* 5 








, f | t *i. f 
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**w. 


-/v V . 


v11 i»» <a rtiMvy 


¥*t*k 


Viiim *. en P'innr bmilmt. tomo 

J^m****** . «*H^*„^* . fa _ 

„«0 r'"" ,r I*»", """'l" mle, " ,n *""'*« , **' 

^ ((| , a Je lili cuatro formas siguiente ^ 4 # ^ 

, ,,(«)<» 2< l’ (,) “ 0 ¿ 

^ p( H ) r q un polllMMOkl dp KMilr. J o m ^¡ 

i ue método, en esciu ¡a. se basa en el siente m»*w 

H aigno de un polinomio es «místente en un ínter»,!* w 

(ÍM r« eoüiccttllva#. 

p (r# esto, dividimos n In retín real en los 'nto'n ‘r, ..- ^ , fMw <- 

m .|,.,, determinados pot In-. raicea del polmoir»-. I r, «/ v; « 

.Itnbli d tlgfto i'nra determinar el signo «a tm 4$§mmmm 

Je prueba, se loma un valor cualquiera de dicho miefvaie «a r» • t¡ 

IW A este valor escogido lo llamaremos valor «le o. .o*-,*** 

■ ivi encuentran factorl/ando el polinomio I í*o es 

r,)(x r,)(* r. ),..(« >.). *■"* "'«' 

«monees los intervalos de prueba son 


(-<*>, h). (n» r J>» 


(r„ rj), . * *♦ < r ** '*• *'**** 

iv I >f* tefl® ** •* 

» r la recta numérica marcamos los signos pa f4 ' • " ” • . • 

! "l mu ule l,i .o|u( ión SI !•' tff ‘ ^ y/ . ... J 

Alunes < 6 >, lodos los intervalos que conforman * ^ ^ ** 

* c «ntbio. la desigualdad se expresa en térmtnos de 
, ! ">.m |,i solución son cerrados. 

Resolver la desigualdad * 

^ión 
^1 


-5) 


Transponemos y factorizamos: ^ 

, x *-2 < 3 x +8 O x 2 - 3 ^t ° <0 ^ ^ 

1 Us raíces de p(x) - (x + 2 X* ' 5) *°° ~ ' 



















2 , *) y { *' * 

( * L <••**« Mvate* 

_ -I §igP" "* f" * * 

(HUI****** , ílMnu „un <k !"•**” y 

Ifi l •*" """*"' , „ > »l*0" ><• P< <•»«*» f I J, „ 4, 

* ' .0 corno Vdl'rf * I"* *» y oteU ~ mM 

I /1 ( * "'"" . () v * ,ijíh(< »k j4 * l m I ?,')»« - 

i» 

I« (1. * ,A > ,y '"“ . |2 hü"<' d* |W*/«I»(3, *-/,» e« 4 

*6, (* .'X6-5) 

_ in urv*U» da pnKtM lm < "MtKfwmrrt 

,. M a» y fc* *" ' ■ ' 

rciu wuwtm* 


*1» 


LZ.- 


♦ ♦ 


♦ ♦ 


J * 


1)1 J»IM Al DAD* * MA< IO>AI » '. 

* 11 (hmM" iMttontl • m« da poNniMnim »'*>« "vd** «■ 

w.^^» „mr«/la 01 iarm.no. da funnonra raoonalaa mcdianlr al man*.» 

Wrii a* , l|u cn lo» mun» I jwwrt dado» rn U d* *»« “* •**»• H***"* « 

y l t (fjfl 1 1 (|U' ikrfl |) Ifahaj» (1*0 ikrt polll)mTI«*» # Í|*M V»fl 1 I nornnaifn 

y ai 4oo«mfM4nr 

fuM.I Aa fcaotform 1 «Ig/t-ux áinrnir la 1 »niunUm luat» nbkwr una ivpmtmk 
U u.mt» mi,nuil AuwU !<,* polinomioa Jrl«) / qf a) aatén f»' Uní/, ' ■ 

Fi’Ko ÜU,o. t-'J. i. 6 mu.» 

«lí») q<») q(»| qí») 

r*i»l ,f L.IU,, Ucial -r»d*p<»j 0 yd< q<») 0 Marcarmiaan la fr 

l»¿ itun hallad*», a«| uwrxi c| aluno il» * '* tof»f»por>d*oil« * 

*<»> 

•M#)*al), en <,.* ha ({'«rilado dividida la ro la Para liallar el n*/*»#»'** 

utar loa valora» da prual,* 






... 'firrYim'Ui Hn rn 1» n .. 

> 1 1* dMi'Mldad vi< or arpiít.da i»a-i|iao»i< l*% rrl,- mnaa * (l '• ** 
* ** »• K-Irrd/m Mtfi alo* riña Ha. •« lfr ^ 

u ‘ n “"W**» <k ? (, < ( loa iflltfvaJm** 14 * 

. . 

d"»r«iHiMdor ^ * ’* ,9tT)tn (irir* aprllallar*P r * • ( 


















'«a y ntamctttoi 
'<y)nu ,,, }) e% 4 
V obtcneo** 

'*)cn< J. vjc* «. 
v obtenemos 
1 *) »n es, ♦ «) c* -f 
lo« < ominamos f „ u 

* ♦ ♦ ♦ 


S 

lot Para resolver utu 
mediante el método «• 
citaciones polmómua*. 
i, que son el numerador 


>lcncr una expresión de 
rstin factor izados, 

,S H (X ’ s 0 
q(x) 

ios en la recta itunierK 4 

orresp° ,M,,cn,c * ^ 

IjjII.h el ufi 1 * 1 * P** 



|>4 ti*''!' 1 * ^ ^ \ 


** V~ * * i «• ! ' 1 * * 3 > 0 O 5* "5 

I * ' ' »-l 

J PiK« del numerador y del dmmnttudu» 

> » 1-0 0 »-3> s-1 

lm «nerval»» de prueba wm 

<-**!>. (I,J| y ti»v«) 

Hallen*» d Stfno de ^ en cada uno Je W» 
t o hacemos tomando \ alore» «k prueba 
• u (-«,11. romamm x - O y utmmmw ^Tp 1 “* 

*3 3) , , 

b. En (1.3). tomamos x - i ) obunen*» }-| ' * 

-V il . jjnj) 

c. En (3, roo), tomamos x * S > otnenemo* s _ , 

. ^ x ▲ 4 é 



•o 3. El conjunto solución es (-no, \) ^ l•'• * ^ .. t j k iamr 

Observar en la aoluctóo que en el une «J ***** 4 

inérvalo cenado l sto dct'i *’ 4 „u rau del nuo^ 14 ** 11 
Je U relación > y * ** » ___ 


intervalo 

términos 


ja+1 5 

RMPLQ5.1 Reaolver U de*ii¡u ^ u>1 , i 


—- •***“* 

i busca de brevedad, los cuatro P* 
miaran implícitamente. 

u*\ ÜLiZ a « 

3x a 1 2x^J ^ —T x » J 
-s-r w x * 

' 1 * * * 0 ** t’r* , * B * a 

(x^KSx^ll^ÜLl^- 1 

<*-!)(*♦ 21 























M» 


, „***■ * v - a* < <» p»<p —.y <* 
.- - p-* ™--'- 

í ro ‘ r ' íl " y M«^«” 105 ‘"“"tT I), <'• 

raíce* -2 y 1 u (-s0f ,2), <' 2 ’ ” 


L*s raíces -* / ( -oo,-2), 4 " , .. 

taja » <* *» “ ,tCTVlkB *■*» 

Hullemose!«g"° Jl - (x-IX* + 2í -unta s« anul3 Luego, este pe: non,,,, 
. , nor n0 tener raíces reales. avcflgU arlo. tomamos ur salor * 

5dw 0 sicmprc !\ ( 0) > 9 ’ 9 Luego x 2 2x + 9>l tm 

“eL Asi. p» J5JX la h— *• ■ k ^* rt " 

L x. En «***“• Cl ‘® . -- 3. Stgno: + 

, £„ (-UJ.-2), tomamosx -'I (-4X-.) 

9 9 

b. En (-2,1). tomamos x - O y obtenemos ( _ l)( ^ * 2 ‘ 

17 i_ Swno + 

c. En (1. «i. tomamos x - 2 y obtenemos ( , x4) 4 - ***"* 

El conjunto solución es (-2,1) 

+ + + + + + -----■■■ 


♦ ♦ ♦ 
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Jacques Charles Franco» Sturm ( 1.803-1.855) , matemático 

Suizo-francés quien heo importantes contribuciones J la Teoría 
de Ecuaciones 




1 a temperatura Fahrenhett y U temperatura Le»- 0 


relacionadas por la igualdad C — ( F >' S» 

-*s CI1 ’f tTUtura t- elsius de una ci. dad cambio >co ! ' •' 
grajo» rZ£fT íwmiü0 
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” C °” 

^^cC***® ^ ^ s 1 '32 > £ 40 

* cs* e 

,ír "ún<* , k 

,, i i <F -32) S 4W 0 ) => 225 s 5F 


>s dado» 

«’• cmc polinomio 0 

un valor de 

J * • ■’ > 0. p», 

I denominador 
3. Signo. + 

Signo: — 

Signo: + 

4- + + + 




„,.I60íJF O60H60 3« S5P S52 0=> )« 

~J~SP 5 «o 

77 £ F £ 104 T * 


. 4 20 

^srívíA 2J Resolver < x <¡ -- 

'@BL£2í^ J x x -1 


;tt , U exP'«' 6n , ' nem01 do * <fc,i *“ l ‘ bde> .>« <t* wclvmn. —-. __ 

20 


4 

— < X 

X 


x £ 


X — 1 


(.Solución de - < * 


¿ 4 . 4 - x 2 

—•< x O - - x < 0 —— < o O 

X x 


Í2_- xX2 ^ x) 
X - — X 

Ui raíces son: -2, 0 y 2. Mediante valores de prueba hallamos que 


<0 


+ + + + + +-+ + + + + +- 

-*--- 

-2 o 2 

Luego la solución de esta desigualdad es (-2, 0) U (2, +x ) 

• ^¡ón de x ^ 

x - 1 

„ _ 20 20 „ n „ ííí^!>3 4 o 

0 x ~—\ *-• 

(x-üíifi 4 0 


2 jo „ 

x — i o & - 77\ 


x-l 


._ hallan»» 

Ulces s °n: -4, 1 y 5. Mediante valores de + + ♦ + 

^ + + + 

' — — — 4. j_ j_j_j.j_a.4- — — — . —-— 
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^h-***-**** - '*.. 

.WKWWttlí.l.m».'“•**■ u * *“.. 

J, S^iKWH U*W» U *' 

[, j.oiutv•)l'l(< • 4 > u ".'l| l, -'l 




l’HOHI i M vs ruon » mus \ 


Ih li» pn>N*m* M I ni 21 rr**t*r la JcugualJa.1 ¡la Ja HuMr r la grifa d,l 

conjunta ¡alucian. 

I. 4x-S<2x + 3 2. í(x - 5) - 3 > 5<x ♦ 4) - 1 

2x - 5 


3. - 3 > 1 


3»-1 x♦ 1 < 3x-13 

4 3 l() 


5. — - 3> 1 - x 6. 5< 10 


-2 


7. (\ 3) (x 2) <0 


8. x*- 1 <0 
11. 9x - 2 < 9x* 


14. - - : -<0 
x + 2 


17. * + I< I 
2 x x 


21 ). 

1 -x 2 + x 


9. x* + 2x - 20 > 0 10. 2x* ♦ 5x - 3 >0 

12. (\ - 2) lx - 5) < -2 13. (x ♦ 2Mx- IMxO) >0 


15. 

i<_ 

16. 

— <-3 
x — 1 


X 

5 

18. 

1 

x - 2 

x -1 x + 2 


—-> 1 19. 



X +• l 

3 

x + 3 x 

21. 

4 - 2x 

x 


> 2 - —— 



x : +2 

x -3 



**• L n cierto Jia la temperatura Celsius de una ciudad varió según el intervalo 
** " ^ ~ ¿En que interv alo cambió la temperatura ese día en grados balín * 

-3. En cierto día la temperatura Fahrenheit de una ciudad vario según el in, ^ r ' J '°., 
59 $ l- ¿ 95 ¿En que intervalo cambió la temperatura ese dia en grados <- cij 

















ApftulkX* 


£W PnbiemaS M 24 ° l 3 °> PT lo proposición 

24.a<b y c<d =S> a+c< b + d 25. a < b 


AI3 


26. a * O => a 2 > O 
28. 0 < a < 1 = 


y c > ( j 
a 2 >a 


a ~c< b-d 


a 2 < a 


27. a > l z 

29. °<a<byO<c<d=>ac<bd 

30, i * 0. => a y a tienen el mismo signo (ambos son positivos o ambos 

negativos). 

-!• Se llama media aritmética de dos números a y b al número . Probar que 
k radia aritmética de dos números está entre los números; esto es, probar: 


a < b 


a + b . 
a <-< b 


^ llama media geométrica de dos números positivos a y b al número y¡áb. 

tobar que la media geométrica de dos números está entre los números. 

Probar: 

0 < a < b => a <-/ab < b 

3lP,obw que /¡b < Ltl , donde a > 0 y b > 0. Sugerencia. 0 <(» ' b,r 
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APENDICE 

VALOR ABSOI.I I° 

--- 

í • *1 • 2 0 
1 * 1 ' 1 - - ■<« 


, . manco «.I « .«■«! ■' «—• «>**«** 

0 “■ c i tí !» “ — «*""" ■*• ne **" , ° 

T” _.-a- manen. p-*™ » *« *■ '* k " ( “ p 1 "*. 

y • '• ** 

r _T- /7 «.!.«*> o-*-** po-t"-* 1 . —-» 

n^n 

£>f ja drftmciós ublruerno» inrocdia'afncnie <| 0 í> 

I. •!>*. »..R *> H»l *• ‘I". *<•« 

I. |*|-» » I«» é *“-* 

«. 101 - 0 


\J\ HTLQ J‘ ». | 5 | - 5 


b- |-* | - » 


I um MA B.l f'ar» Mo numero real ■ >(»*« cumple que 


L ¡ 1|<* «3- * k i'j 

2 i >»« i< i 6 * ^» 


3. * ' » O -»*, $* 

* 1 ' » '/ i í - i | ^ , 
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| }* A * •* ' J% \ ' « i J» 11 > I . , . 4 
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MmWW 

! i\0 llt MHUtl.M •*.- 

| ‘ 11 « «**•''" ' * ’ 
4 * > - n 0 • * I» 

t >!>£.■ U >.> 1 ( 1 , i(M« •» ( •»', nlt I (Irt, ' * i 
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1 •••I- l-l" 
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, |, j i | • I ♦ I ** i 
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AH* 


Ver d pn'Nen* 


XJÉSffLÓr R«*« hrcrk 


x-:¡<i ♦ x 



I* xolucio^ 


Divídanos * b wcti CT 
dios (divide 


to desigraktod en 


^Obtenera* k* números donde las expresiones encerradas en valores __ 
se' anuían. o se. tos nuces de x - 2 | « 0 > de x ¡ - 0. Estas ** > y 0 
ratees dividen « to recta numérica en los atiérralos 

(-OC.0V ft.2) y P* 4 ®* 

Los intervalos se torran cerradas a to irqutenla debido a la definición del valor 
absoluto .Asi. | x-2 . * x-2 si x > 2. En cambio. ¡ x - 2 | - dx-2).»xsi 

Paso2. 

Resolvemos b desigualdad en cada uno de estos intervalos. El conjiwo 
solución en cada intervalo es b intersección det intervalo con la solución que * 

obtiene Asi 

En el inlcrv alo (-oc . 0) 

Si x < 0. entonces |x-2|^-(.*--> > I x I m -* Luego. 

|í-2|<lr|«|0-(x-2)<l+(-x) OHt + 2<l-x 

Cb 2 < 1 Cb x € 4> ( vacio ). 

El conjunto solución en el intervalo (-oc. 0) es (-oc. 01 fl 4» 0 

Ln el intervalo |0. 2) 

Si Os x <2. entonces ¡ x-2 | m -\ x-2 ) y |\| \ Luego, 

i x - 2 | < 1 -|*| cb -< x-2)< l-x cb-x^2<l+x 
^ 1 < -x Cb < x cb x € { 1/2. ♦oc) 

El conjunto solución en el intervalo l 0. 2 ) es 

[0. 2) fl (1 2. -oc) - (l 2.2) 

tu el iuterv.lo |2. -roo) 

Si 2 í k. entonces (I - 2 | * * - 2 > | * | - * . Luc^o. 

X " ! 'lx Cb x - 2 <1 - x Cbx-2<l*x 





















* lli* 


-tí*í« 


^ t ' ^ • O ^ ^ ^ 


-* íi«: y * * •** 

-**• f * <# 

C<MV * 1 • “* * ' * ‘ ** 

„>. o->• *«»* 


-*< * f »'l O -»«■ 


«*» 





i. * I - \ * I *! 

J. 

5. I*fc! í I • > ( 


r i ’ T *■• 

4 » < k O jr' v 

) 1 |«-b í í • , 


L * - i *i 3 • % » : k : - •,7" V? -U:!k| 


1So k“ c 

l ftc=> * - }* - fc|C =^ -r - C - f 

*' - 1¡-1 y 1 ! *l ütp, /?- * * 

k 1 : * r »»« _i - * * * » • » ' 

• ; 

•<>»»•'< I»' fc y t b < b b 
=> a : ^ s^rb 2 

<«=> 

* 1<||, =» * J <¡WU ,j. fc ^<« 

°< ‘l-lfcJM » ♦ b )<0 

¿Toan» * * ~ k Cé ** 

■ 



























• k, 


1 di 



la parir I .l r | crtm|« rto 

4 "‘í*rVOf v)Kl„_ 

M> I* M M t * |.|.^ ( . |il + jb 



PROlll >M \ » ] > «aliar un nunirru M ul 


lAii 

W»* 1 ,,w 

i«-n< ¿ 

Pru*, 


I*- I | < i 


' <* I < i 

4 4 


I <t*K 

_lx» 3|_ 

Fx^TTÍ] 




*' $ 


j í VUu),\) ,, Í-i <¡l J < $ | 

hV 4 ' ri 

I«*J|<t y í<l»-íl 


la «MVtr\ u«ih la 


|.-||<1 =» iSÜL < üíl. ü . M 

I *-1/4| 1/2 2 M 


PROUl KM AS PROPl KSl'OS H 


Í * * **' éM I *t I, rr\*Avr U rx nación Mé. 

‘ ' M-« 1. |ix»i| x o 3.|*-a|* jR-t 

/* *** *•*! iM 4 él M uu*t\rr l.é MrrMi Mi /.'*vrrar /* **/*»•**• 

•••«Mi, 



•» |.|R* I |< 15 

*. | 3* ♦ 2 | * I 
II. h**5|> 4 


1 


< 2 


| 4x )| > I 

a i<M> 4 * 

























A20 




O < | x - 3 | < l 14 . | x — 1 | < | x | 15. 


3-2x 


Ux 


s I 


16. 


1 - 2x 


1 


^ 3 l7 * U-l| + |x-2|>l 18 . |x-l|*|* M ¡ s4 


19. -—! < 1 

2 + x 


20. 13x - 5 | 5 | 2\ ■ 1 1 * 12\ * 


En los problemas del 21 al 23, Hallar l n número M que wi:.\¡aft u 
proposición dada. 

21. |x + 2|<l=>|x ? -x“ + 2x+l|<M 

x + 2 




22. | x - 3 | < 1/2 


\ 2 


^ M 


I 10X4-4 1 

23 . | x - IM | < i/8 ^ -\t 


l + X~ 


2 4. i'robar a. | a b | > | a | - | b |. 

Sugerencia' Aplicar la desigualdad triangular en -i ' b 1 * b 


l>. | a b | > | b | - | a | 



«• i I ■* I - I b 11 s • 
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APENDICE C 

ECUACIONES POLIN 0mic 

Una función polinómica o función po| 1,1 AS 

polinomio de grado n. es una expresión dVlá"'^ 1 ** ***• . o. 

P<*> - anx n + a r> _ l x n -' ♦ . 

t # m 

¿onde n es un numero natural, a n , a„ 

.. reales, sjevV 

Los números a„, ..a,; ar soo l M ' 

el coeficiente principal y a 0 es el coeficiente constante ¡ic *> a, 

t'n cero del polinomio p<x) es un número c tal que del - n c 

se dice que c es una raíz o una solución de la ecuación'poifaóaá^ 6 *** t * a ** a 

a„x n + a„.,x n -'+... + a,a + ^ = 0 (2) 

En 1 a e cuación a nterior, s i n = 2 t enem™ i * • 

acostumbra escribirla asi: °° cua< ^ ra, * ca - i* cual * 

ax" -i- bx + c = 0. 

cuyas soluciones se encuentras mediante la llamada fórmula cuadrática, lañóles 
conocida desde los tiempos babilónicos: 


x = 


- b ± V b‘ - 4ac 


2a 


(3) 


La expresión subradical A = b"- 4ac se llamada discriminante de la ec-ac cc 
Irática ax + bx + c = 0. Se tiene que: 

Si A - b - 4ac > 0, la ecuación tiene 2 raíces reales distintas 

^ = b - 4ac = 0, la ecuación tiene 2 raíces reales iguales. 

Si A = b 2 - 4ac < 0, la ecuación tiene 2 raíces complejas distintas 

* ¡t t0noccn fórmula análogas la fórmula cuadrática pora resolver lasjK “ 

/ cuart0 grado (ver Breve Histona de las ecuaciones cua j aquí» b 
k n cmbar 8Q éstas fórmulas no son fáciles de manejar, iso2-l.í29) y 
^ OS brillantes matemáticos Neil Abe. 1 piular a b 

Airjuca 101S (franc¿s - 1 811-1.832) probaron que no ex\» 
y ‘ ^ ara rcs °lver las ecuaciones de grado 5 o rra> ^ w 

en este .pM.ce es mostrar un»»» P*""' 
gU ' u ecuaciones de grados mayores o iguale 











*P*hU*, 


que el tecUn >ube sunur. tesui. multiplicar, dividir polinomio* 1 
^ * de ke..". u Aun na-, en la división de polinomio* damos por conocí, c * 

icmiudu domado el algunUuo de la división, míe dice. 


Vl (;OkUMO in; l V niVISlON.j St ptxl y d(xl son do* pulmonuo*. y „ d(x) 
uo es polmuuuo el cao, euloncc* existen dos único* polinomio» q(x) 
H\t uks que 

p(xl d(xtqlx)+ r(x) 

donde i(\l e» cero o un polinomio de grado menor que el de d(x) 

1*0 es el dividendo, eitx) es el divisor, q(x) es el coclenle y i(xj Ci£ | 
residuo 

Nucxuo oneica >e emú entra en el cavo especial en e) que d(\| - x c fcn c»u 
» iuj. . •*. el residuo rtxl. por sei de grado mcnoi que el grado de x c, debe *cr 
una eomuunc a L dcnotareiuov simplemente eou 1 ti \aloi de cvta consume no» el 
siguiente teorema 

[itOKlM v C.l! teorema del Residuo. 

Si el polinomio p(v) es divídalo por x c. emonce* el valor 
del residuo e* p(c) Esto o*. 

IHx) (x - c)q(x) + p(e) 

tkiuusli avióu 

lk acucíelo al algor Unto ele la dtv isuin, tenemos: 

1HX) (x c)q(x) M 
Evaluando la igualdad en x - c: 

iHc» U elegel 1 (Q)q(e) + i 


r p(e) 


1 1 lili j 1 J llallai el lesiduo ek dividir el polinomio p(x) - x 1 7 \ » 3* ’ í 
cune x 2 

Mihwtéw 

lk a, et.teio al iceucuu anterior; 

• |H2) 2 ?t 1 t(2) + 9 8 28 Mi 1 9 S 


(itittasivi || Karemadelfactor. 

' v c * W factor del polinomio p(x) o i>(c) O 

IHmWMiti a» mu ' 

( >1 Xl e e e* un lUelOI etc |H *e | eiltoiu CS p( X | (x e)q(x) t V allUlillo C“ ' 

r*ts) lv -ckilO (ü)qtcl U 


<*> s 


OlislHV 


IJEMPI t 


Wucion 
1 rcncnms í 
WJ) 

^ uC *¡n, p t i r 

6 li|V| dimoi 

a * é,0 *Í0 4 J, 


* J*1 


... , 

.ai! 














tlr Polinomio, , 
c «noc¿ 5 

'momios, y 5i d 
Polinomios ,(’ 


ue el de d(x). 

ocíente y r( X ) cs ei 

x ) x ~ c. En esta 
de x - c, debe ser 
sta constante nos el 


c, entonces el valor 


*) 


3 „ lx + 3 * * 9 


-5 




ql*>- 


fcv* 




(<= ) Sabemos, por el teorema anterior; 

p(x) “ (x - c)ij(x) •+ p (c j (x 
Luego, x - c cs un factor d c P ( x) 


*23 


c )‘|(x) 


0 


(x« 


c >q<M 


INERVACION. ] S c j > 1111 | un„ ¡IU| ■ 

equivalentes; 1 la * siguiente, 


U x ~ c csun factor de p (x) 

3. c es un cero dc p(x) 


Pfopoiic 


•one. 


v» 


*• Píx) ( 


5. 


4. 


ces una solución déla ecuación p(x). 


ce» una 


fíizdepíx) 


EJEMPL O.?,] Factorizar un polinomio mediante el teoremad«lfactor 
Sea el polinomio p(x) - x 3 - 4x 2 - 1 lx + 30. 

a. Probar que -3 cs un cero del polinomio p(x). 

b. Usar la parte a. para factorizar c-l polinomio píx) 

Solución 

*• Tenemos que: 

PÍ-3) (—3) 3 - 4(~3) 2 - 1 1 (-3) + 30 --27 - 36 + 33 + 30 = 0 
l uego, por el teorema del factor, -3 cs un cero de píx). 

^ ^ lv iduno« el polinomio p(x) entre x - (-3) x + 3. Para esto, proc 

método abreviado o regla de Kuíflni: 


l + 3K* j ' 7x " ,0) 
- Ux ♦ 30 « (x - í-3))(x J - * 10 )" <* 

¿* >!,0o »n¿o x 2 - 7x + 10, por ser cuadrática 

c °n la fórmula cuadrática, o por el m* , 2 y -5 ^ 

^0‘dc 7 y multiplicado» den 10 E* ,o5SO 

x 2 - 7x + 10 * í x ' 

.3 ,_3 


x J -4x 2 1 lx + 30 
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. , o el Teorema Fundaba! del Alpfe „ 

' -l,, "ll5Í*»W U ^°- ^ ^ 

i Ci .qucOurcci 

pí*)-(»" C;>C!<X ^ 

i Vofciettto » apbcar d Teorema Fuadami fe 

<iooJcc; grado de qrU> « n ' «e «un cero de q:^' Luego. 

Algebra » «JiUí. le * >exnD * ^ 

.^«v.de<hM«n-2. Siguiendodproceso. d«Fu« de npasos 

.«.dfrfíUt • • c* Jf-I-Ü mm*<*x>*e*S° 0 *¡ V r. 

píX)«U-CtXx-C 2 ). • -(*-«■) M*) < 4 ) 

El polinomio xj. por ser de grado 0, es una constante, 
í ut* rewitado» los resúmanos en la Siguiente proposición: 

TEOIEMAOT Teorema de factoráación completa. 

Si px) es un polinomio de grado n con coeficienie prnapa * 
eniooces existe n números complejos, C[, c : . - - c*. 9*** 

ceros de fy x; y se cumple que: 

__ z P<*)-*r.íX-C,Kx-C 2 ). - . (X - Cn) (5) 

n—artririéa 

Solo falta probar que, en (4), <^x)*a« 

J’"***"" u nkpbocm md«d» a U derecha de (4) conseguí® 0 * * ** 
^ ^ ******* • Samlarmente. si efectuamos la 

1 <5) “ ‘ ol ° ■ ¿nnmo * ^ a 

Ui c ceros Ci ci ¿ * 

vece», ir dxe que eJ .».. C " 00 *** enanamente ion disuntos. Si un cfr0 

^ ~ cero to, .. . 



























C5 


14 

hwwfadoporr J 


* < 

an» cero conseja. 

muí del Alfebn un 
ira del factor. 


Fundamental dri 


de n pa«» tendrenv* 

0 tal que 

(4) 


eocíícw^K 


prtficif** 1 


. 


-*> ‘ 5 > 


.<««-r25£5 



V**' 


L OS CEROS RAC ION OIS M , N 

en el este cune de Cáic*» 


jp un pdmorrao solo nos 

r0f enu nos pcrpoccsma ta 

c sea bs raíces de una 




* * * ai-jd 

v si el racional ^ . icdnod» a w aanmm r^n-sarr 
polinomio. entono» 

1 . h es un dmsor deUs>: ñerenie ceraame t . 

2 . k es un divisor dri coeficiente prnnpul *, 


ia»r rt 


Ver el problema resuelto: 


COROLA RIO. Si el coeficiente pnasnpai de roiisecae « j>, .-w ?n 

p(x)-x" > a*-^' * * 

entonces toda cero racional de 



^or ÁN'ctr a iu 


c h . k Jtindg a a, • a 

- es un cero de pfx). entonces, por el teorema. 

“ H«-i Ue*>. - -h o - - -h fcsto es. ri orto rx^*t * V *"* 

" 

---- tLSS 

ty nUTKGU PARA H Al LAR l OS Ct ** R »« 

^ 1 Hap un hsudo de todo* W* 

«1 teorema de los cero* raooru*- - * *’ 

cuales son realmente «W* >en 

*«uadidau, 

o-**» “ — 8< ‘ 

Uremia de Ruffim) el ' 

' c > hall** el polinomio cociente *' v 

p(x)-('“^ 
















^ ql'> y confuir «ro u**cthc ^ 

fl "' ^..r un OOCien** que es cuadn**** 

*“ “ h,mo ”**• 

«* *£ 

J * ..«Mtmc » tKtmiM' el p->hrK«n«, 

■r ' 

ní ,« a «c*^«' to ' OT5dCP<,, ■ X ’' 5,^ ■ 5, * ,5 

r -' 1 * r ^ w ^í»l«''' le * a,nJO * l “' r0 ^l* ,te,,<, ''«i 

Cow «I c ** ficKW 1 ^ l ¿io<i número lo» entero» que dividen»l5 

tm " n ‘ I.-I. 3.-J. S.-5.15 y -15 

v _ ri leoitm» deltector » «■■» emúUd»»»» 

. ,»., 4 n(3) *0 p(-3) - - 24 

■(I)-*. p<-«)* ,6 * * ' 

*5).40 *-51-150 *151“ 2.640 *-l3)-MM 

LucfO. tenenw* telo un cero mcionat. que es el entero 3. 

Dntdrmo»H polmomio*x)■ ** “ 3x' - 5» + 15 entre X - 3 



1 

r-s 

t 

13 

3 

3 0 

-15 


1 0 -5 

0 


Lnejo, 

*' - 3x : - 5x ♦ 15 - (x - 3Xx 2 - 5) - 0 

3. El cociente q(x) * x* - 5 es ya un polinomio cuadrático. que se 

eon» una diferencia de cuadrados: 

* 2 -S -(x-/5Xx + /5) 

¡ -3* J -5x^15-(x-3)( x -VTXx*/5)-0 

'*.^y-Vs, 


una raíz es entera y las otras son irracK*» 10 


UtMrtO 4. | Rooivtt b 


ecuación siguiente y factortzar el polinomio 

>“**te<fc»cw,de-6) ti, ti u -e, 



I" 1 ’' 


m 


-3 




























-Sxo 15 
*»no anterior l* 


>->24 
5)--3 960 

-3. 


c*>. q<* * 


íac*** 


• O 






ppnominadores posibles (factores de 2) • A27 

^^oales candidatos a raíces: ’* 2 

íl.±2.±3,±6.t' ± 2 ft J .6 
2 2 2 ’ ~ 7 

Simplificando y eliminando los candidato, í , 

iguales- 

±l,±2,±3,±6,±l t± l 
Sp(*)* , 2=' < + x 3 - 9x J + líx - 6, se tiene: 


rf»* 4 P< - |) '' 30 P< 2 )-30 w 

,.3,-o pon )■= o pm) . m »■>» 

Vemos que p(x) tiene sólo dos ceros racionales: -3 y ¡/2 * 

?*" 2» 3. Dividimos el polinomio p(x) « 2x 4 + x 3 - Q» 2 + .< , 

cociente entre x - 1/2: )X - 6 entre x > 3 y e | 



2 1 

-9 

16 

-6 

>3 

-6 

15 

-18 

6 


2 -5 

6 

-2 

0 


N-(*^3X2x 3 -5x 2 + 6x-2) 

tenemos: 



2 -5 6 

-2 

1/2 

1 -2 

2 


2 -4 4 

0 


2x 3 - 5x 2 + 6x - 2 - (x - I/2K2x 2 - 4x ♦ 4) 


p(x) “ (x + 3) (x - I/2)(2x 2 - 4x + 4) 

^Polinomio 2x 2 - 4x + 4 es de segundo grado, cuyos ceros los hallamos 

fórmula cuadrática: 


-Di) 


X m 4±/l6 2 -4(l)(4) . 4±4>TT , 1+ i 

^•Por i 4 4 

* c teorema de íactoricación completa, 

2 * 2 '4x ♦ 4 * 2(x - (I + i ))(x - (I- i)) “ 2(x - 1 

,Cílc nu)s que: 

I6x ~ 6 ' 2(x + 3)(x - 1/2)(X" i" OX*" 
^ ralee» raciónalo. -3. 1/2. y <K» 


5 'J H.Mv„ i, ecuación guíeme y I*'"*' 

4x*- !6x J . Ilx t 10-0 


linor» 1 * 0 




































•4 




■ 

I 


--IOS 

w-10)-.2.500 

PM 4)- W | 6 
p< ~5 4) - -K05 16 


loaoooemot 3 ntctit) 
ya que, de «cuerdo • 

♦ IM* -2*2x-5> 


Reí polinomio y 
• O 


dato* a r»K-e» ** 1 

-I. 

2 -2 - » * 1 " ° 


I 


m 4 2»' 2\ ♦ x ♦ I - 

<» l)(* ♦ IX** * ** *-l) 



• t -♦ • 

s, I o un* raíz múltiple ota también debe icr raíz del cociente 

qjOO-x 1 rx J -x - I 

Lo mismo afirmamos de la raíz -1 Veamos 

qj(l)* I ♦ I - I - I- 0 qj(-l)«“l ♦ I ♦ l-|»0 

lito* resultados nos dicen que, efectivamente. I y -I ion raKei de qrft) 
.Vcviiinm ente cociente entre x I y nuevo cociente qi(x) entre x ♦ I 


x' ♦x J -x-l-(x-IX**IX**D 



1 1 

.1 

•l 

1 

1 

i 

i 


1 I 

1 

a 

•1 

•1 

-I 



t 1 

a 



Luego. 


x 5 *x 4 -2x 3 -2x J *x + l-C«-!)(»♦!)(*-Dí^ «»♦») 

-Cx-D*(* + ^ 

l 2 .y-l.conmultiplK-idjd 3 


La ralees de b ecuación son I 


mama —* 

St los coeficientes ^ * 

ptO 


4i * 

/ • a. ' * 


| i, reducá* 
y « el raciona 1 k 


. ♦ ai» ♦*> 

a w mtmma expresión, es un cero del 


poJmom» 


I. I>« 


«nd»»»* 


jet coeficiente 


*> y 


^•entap™* 1 ** 1 4. 
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* la 4e V t rw* „ Mmfhw 

c. La par *Nv|« ^nucéh*, n *’ c * X 

K 1 * r«réh**U cúbica *c « j Haifs í^««»lc K Y 




\*x - 4(2 - J ) 
firt*** **»es 


y J - x s 

Parábola otnicúhka 



^ -^-viaíande \ por -\ en la ecuación de U Bruja 

-\ S 4(2->> =» v V 4(2-y), que es la ecuación de la Bruja 
K ¡uari*»»*» > > fn u ecuación de la parábola »cm»cuhKa 

\ — > \ • que es la ecuación de la parabola scnwcubica 

t K.-«nr arando \ rvr - \ e \ por -y en la ecuación de la parabola cubica 

-v’ =* -y y que es la ecuacwn de la parabola cubica 

TRASLACION 


CRITERIO DI r RASl \ClON 
La trafica de la ecuación 

F(x - h. v - k) - 0 

céccac trasladando la gráfica de la ecuación 
F(x. y) - 0. 

''*taar la traslación que lleva el origen al punto (h. k). 




Haciendo uso de la gráfica de y \ . dada en 
cnteno de traslación, gratkar la ecuación 
V * - 10\ * 23 


el ejemplo 5. y del 

























A .16 


A F*nq, 


**« 


Solución 

Dc aC uerdo «I criterio de traslación, debemos hallar el punto (h. k) quc CUmpla: 
y - k (x-h)‘ 

Completando cuadrados y transponiendo: 
y „ x 1 2 .. iOx + 23 0 

y (\* lOx + 25) + 23 - 25 O 
2 


y - (x - 5) - 2 
y + 2 - (x - 5) 2 


O 

c=> 



y - (-2) - (x - 5) ‘ 

I ucgo, la gráfica dc y ■- x 2 - lOx + 23 se obtiene de la gráfica de y = x 2 
mediante la traslación que lleva el origen al punto (5, -2). 


CRITERIO DE INVERSION 

Si a un punto (a. b) le intercambiamos sus coordenadas obtenemos el punto (b, a). 
¿Qué propiedad geométrica relaciona estos dos puntos? 


Consideremos la recta diagonal y x, a la 
que llamaremos diagonal principal. 


l.os puntos (a. b) y (b, a), con 
coordenadas invertidas, se caracterizan por 
ser simétricos respecto a la diagonal 
principal 

I ste resultado nos permite establecer la 
siguiente proposición, a la que llamaremos 
criterio dc inversión. Le damos esc nombre 
debido a que. más adelante, él nos servirá 
para construir las gráficas dc las funciones 
inversas. 



1 i . - CRITERIO DE INVERSION 

La °ránca de la ecuación 

E(y, x) - 0 

se obtiene reflejando en la diagonal principal y - x la gráfica de 

E(x,y) ■ 0 































s 


el 


^tito 




q«e 





SION 

uidas obtenemos el pur:o tb, i 
os? 




K f#** 

.1'iOS.l Haciendo uso de la gráfica de y - x 2 i , 
i ' entono de invasión. giotia» | t , ecunaou ' n ' ’ * PJCn,p, ' , '• 

x-y J 

soli' f '° n 

u ecuación x , >'*’ « ob,ic, « dc >“ 
intercambiando la 

fcoacion > 


v con la variable y. I «ego, por el 
'*"* Je inversión, la gráfica de x y‘ 


enterro 


' obtiene reflejando la gráfica de y x‘ 
* la diagonal principal. 



PROBLEMAS PROPUESTOS I) 


En los problemas 1,2 y 3 hallar la distancia entre los siguientes pares de pantos 

p i Q y encontrar el punto medio del segmento que los une. 

l.P = (0.0). Q«(l-2) 2.P«(1.3). Q-(3.5) 3. P (-1, 1), Q {\,y¡2 ) 

4 . Probar que los puntos A = (-2, 4), B (-1,3) y C (2,-1) son colinealea. 

5. Si A * (-3, -5) y M = (0, 2), hallar B sabiendo que M es el punto medio del 
segmento AB. 

6. Si B = (8, -12) y M (7/2, 3), hallar A sabiendo que M es el punto medio del 
segmento AB. 

7. Probar que los puntos A (2, -3). B (4.2) y C (-1, 4) son los vértices de un 
triángulo isósceles. 

8. Probar que el triangulo con vértices A (4, 1), B (2, 2) y C (-1. -4) es 
rectángulo. 

’■ Probar que los puntos A « (1, 2). B = (4, 8). C (5, 5) y D - (2. -1) son los 
Artices de un paralelogramo. 

10 - Probar que los puntos A (0. 2), B (1, 1). C (2, 3) y D (1.0) son los 
'ertices de un rombo. 

"•Probar q Ue l os pun tos A - (1, 1), B - (11, 3), C (10. 8) y D (<». ó) son los 
decide un rectángulo. 

*5® los Puntos A - (-4. 1), B (1,3). C (3. 2) y 1> (' 2 - ~ 4) son 
cs de un cuadrado. 






















m 


13 . Hallar lo. punto, P-<x. 2) que distan 5 umd*te* del pumo (-1. - 2 >. 

14. Hallar los pumos P -(I. y) que distan 13 unidades del punto (-4, \y 

jf Hallar una ecuación que relaciona ■ x con y y que describa el hecho de^. 
punto P (x. y) equidista de los puntos A - (6. 1) y B - (-4. -3) 

16. Hallar una ecuación que relacione a x con y y que describa el hecho de qn^ »j 

punto P - (x, y) dista 3 unidades del origen. 

17. Los puntos medios de los lados de un triángulo son M -(2. -1), N - (-^ 4) y 

q - (_2, 2). Hallar los vértices 

18. Dos vértices adyacentes de un paralclogramo son A * (2, 3) y B * (4, -I) Si hs 

diagonales se bisecan en el punto M * (1, -3), hallar los otros dos vértices. 

19. Los vértices de un cuadrilátero son A * (-2, 14), B “ (3, -4), C - (6, -2) y D * 
(6,6). Hallar el punto donde las diagonales se mterscctan 

En los problemas 20. 21 y 22, aplicando los criterios de traslación a la gráfica 
Je la parábola sem ¡cúbica (ejemplo 6 ), graficar las siguientes ecuaciones 

20. (y- l) 2 =(x + l) 3 21.(x-l) 2 =(y+l) 3 22.(y ♦ l) 2 -(x- l) 3 

En los problemas del 23, 24 y 25, aplicando los criterios de traslación y de 
reflexiona la gráfica de la Bruja de Agnesi (ejemplo 6), graficar las siguientes 
ecuaciones. 

23. (x - 3) 2 (y - 2) = 4(4 - y) 24. (y - rf(x - 2) - 4(4 - x) 

25. (x ♦ 3^(y + 2)- 4<-y) 


NOTA HISTORICA. 

Mario Gaetana Agnesi (1.718-1.779). Nació en Milán . 
Italia Desde muy joven demostró talento y afición por la 
Matemática Escribió, en italiano, un texto para la 
enseñanza del Cálculo D iferencial Institución A nalitiche 
al usad ella Gioventu Italiana. En este libro describió la 
cursa que ahora se llama la Bruja de Agnesi. cuyo nombre 
en inicial fue ventera (derivada de una palabra latina 
que la idea de voltear) En una traducción del libro se 
confundía la palabra ’versiera ' con -awenieraque 

a,a lonMió " el nomhre ' fe 
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‘IX - 2) 4(4 - x) 




APENDICE E 

UA KlíCTA YI.A ECUACION 

picndiknik dk una ,<m Ia KH c «A!H) 

lnl n)iliH uno» el uuicrpio ,lr pendióme do una 
fl ,vacióii .1 .mima. ,1, la i.u, | "‘ I “ P-u , llr , ll( 

pc.HiH-i.ic- „,k .......... como . ; «i *.i.* * 

¡.ciidu'id® de una «olma 1 " Cl "f «le una ea—J . '* 


“n* cairrtcta» 0 "|, 


¡ !>KKÍNI ( ion. J la pcmlln.tr dr una .ci la i... v ,. rll( . a ,, 


p » •(*!. y») y l’í - (Xa. y 2 j 
es el cociente 


'• u< P«« por lo* 


punto» 


tu 


m hz>± 

<í-*i 







r 1 



Ir», 


yS *1», 



7 ■ 

x’ 


[oitshUX A( lONI S.| 

I. I a pendiente de una recta es independíente tic lo» punto» que »c taran P > r » 
definirla l'Nto es, si I | (x |, j/ j ) y P ¡ (n'j, y) »on otro» punto» de la 

recta, se tiene: 

. y? “ y» „ /f/t 

‘ x 2 -x, ‘ Xj - X*| 


m 


4.1 a pendiente in indica el número de unidades que 
la recta sube (si m * 0 ) o baja (si m < 0 ) por 
cada unidad horizontal que se avance a la 
derecha. Si m ü, la recta es horizontal. 



[ikoRKMA K.l] Ecuación punto-pendiente. . ~ ir el ounio 

Una ecuación de la recta de pendiente m y que pas P* 

I\>“(*o.yo) « 

Demostración 

^ ca (x, y) un punto cualquiera de la recta. De I 
y** Yo 


y — y 0 » rn(x - *o) 

| a definición de pendiente 


x - x 0 


m 


y _ yo -m(x-xo) 


- 


























Vh.t,, 



V40 


, inil'l O I Hdll.il uuaecu.Móndc la rev M que pm-i poi Ion puní,,., 

^' 1 - 1-m > (I, n 

Solución 

Hallemos. en primer lugar, la pendiente de la recta 

-1 - A. Jl 

m i ( :> 

\hora hallamos la ecuación punto ■ pendiente de la recta. 

Como el punto P„ podemos tomar cualquieia de los dos 

puntos dados» l - -.5) ó (L I' Asi, si P 0 tl.-l). 

y — | - — 2(\ — I) —•’ N * I ”-S * - •* 1 I H 


Si en la ecuación punto-pendiente tomamos P„ (0. b). 
el punto donde la recta corta al eje V. se tiene que 

y - b = m(x - 0) => > m\ + b 

Esta núes a ecuación de la recta se llama ecuación 

pendiente-intersección. 

TEOREMA E.2 Ecuación pendiente-intersección. 

Una ecuación de la recta que tiene pendiente m y pasa por el 
punto (0, b) es 

y " mx + b 





Cijo 


1 Si 


Ciw 2 


RECTAS VERTICALES Y HORIZONTALES 

Ninguna de las ecuaciones de la recta presentadas 
describe a las rectas \erticalcs, debido a que éstas no 
tienen pendiente. 

Supongamos que una recta vertical L corta al eje X 
en el punto (a, 0); es decir a su abscisa en el origen. 

Un P into cualquiera (x. y) está en L si y sólo si su 
t es a. es decir, si \ - a Por tanto, una ecuación 
para c recta \ertical es: \ = a 


• una ivviiuii/.ouiui nene pendiente m - 0, ya que cualquier pj* u 
[ t. de la recta tienen la misma ordenada. Luego, reemplazando m 0 en I 

ecuación punto-interseccion se obtiene, para la recta horizontal, la ecuación y * b - 
En resumen, tenemos: 

1. Una ecuación de la recia n-rtical con abscisa en el origen a es: x = a 

2. Una ecuación de la recia horizonlal con ordenada en el origen b es: y - b 


Cmq 3. Si 


Y 

\ ■ 

* 

b ( 


y-b 






r 

O 


* X 


'■Mi 

^«ció, 

v 




































■s 






Pfcapord 


i*a 



« 



,A kc "ac ion UNr 

« y 

w"* A M 

M 1 * tierno» 

i*.. M.»-'"'» 1 ” >> «'«'«te*, u» w h. ,m» 

£ tó «voto <*<«>>*" « coto. «. 

IV h«h".«' nombr « •fc ' toMr-J ?* “¡** *«*'<«1 ^ 

, M ‘’ p0fw *» «*iudo 

II OKI MA K-j11 i <* la ecuaciónlineal a,. b , , 

C» una red» Además; °T*C-*, 

I. Si A/O y || /0 . la recta « 
í. SiA-0 y B,0. U,«* BlwtaMM>1 

i. Si A r 0 y Ir 0. la recia n vertical. 

Demostración 

Caso I. Si A / 0 y H/0. despejamos y: y ~ x £ 

B B 

Su gráfica es una recta oblicua, ya que su pcndienle m - — tf) 

B 

Oso 2 Si A 0. la ecuación lineal se convierte en By • C 0 De donde 


despejando y obtenemos y - - -, la cual nene por grafía 
horizontal 


recu 


C 

Caso 3. Si B 0, la ecuación se convierte en Ax - C 0 De dor>de. » -] i 

A 

cual tiene por gráfica una recta vertical. 

1 Mención. ) Frecuentemente, con el ánimo de simplificar, er¡ Ju^ar de dece 
"la recta que es el gráfico de la ecuación Ax * By * C V 
diremos simplemente "la recta Ax - By * C 0 


2J Dada la recta L:2x-3y+l2 0, hallar su pendiente, ordenada» 
el origen y abscisa en el origen. Graficarla 



Wióa 

Ajamos y; y - 1 x + 4 . Lucg0 . la pendiente es m - - 


0 

























A42 

** 

/ 

v - x ♦ 4 hacemos x ■ 0 obtenemos qo«t 

Ni en ▼ ^ 


ir'" 

y 4 luego la ordenada en el orígenes 4 



Si en 2x - Jy ♦ 12 0 ó en y ‘ x ' t limemos y - 0. «rbt.fi**,, 


9‘ 0 * 

l uego, la abscisa en el origen es 0 V 


y* 

Para gradear una recta basta conocer dos de 

> i. 

** 

sus puntos. I>c esta reda ya conocemos los 



puntos (0. 4) y < 6. 0). obtenidos a partir de la 


U 

ordenada > la abscisa en el origen I I grAfln. se 



obtiene trazando la recta que une esto» uo* ^ 



puntos 

% 



I JFMPL0 3. 


Sea L,la recta que pata por I" puntos P, Í4.r.jy \> r > 
Hallar el punto donde I ( littrr , .*’itn I» recta I , » 1 y 7-0 


Solución 

Ln primer lugar hallemos una ecuación de I | 
Como Lj pasa por P| (4. 6) y Pj (V H), 
tenemos: 

8 — 6 

y - 6 ■ 4) Oyó 2(x 4) 

O 2x y - 2 0 

I uego. l,| . 2x y 2 - 0 



El punto donde L ( y L 2 se mtcrscctan, dehe tenrr por coordenadas la v»' ► 
común a ambas ecuaciones, l uego, debemos resolver el sistema 

E,: 2x - y 2 0 

i' 2 : * 4 y 7-o 

l^i solución es x 3, y 4 Luego, las rectas se intcrscctan en el punto (b 4) 


KK TAS PARAL!' I,AS 

l>os rectas de! plano, L, y L 2 , ton paralelas ai no se intcrse 41 * 1 ’ 0 
coincidcntcs; es decir L, y l 2 son paralela» O L, fl 1. 2 0 6 l.j 
-a siguiente proposición traduce el paralelismo en término* de pcndicn'r* 


Ut 
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A P^ 


*r 


a. Hallar una ecuación Je la recta Lj que pasa por el punto 
P, - (15/8. 7) y es perpendicular a la recta Lj : 3x - 4y 12 , 

h. Hallar el punto donde L t corta a L 2 

Solución 

«. Sean m, y m 2 las pendientes de L, y L 2 . 
respectivamente. Por la proposición 

anterior tenemos que m t ■ Pero, 

m 2 

3 

L 2 : 3x - 4y - 12 - 0 O L 2 : y«= -x-3 

Luego, m 2 — y, por tanto. 

4 

1 4 

1 3/4 3 

Como Lj pasa por el punto Pj (15/8, 7) y tiene 

4 

pendiente m, - j , aplicando la ecuación punto-pendiente, tenemos: 

L|: y — 7 * - — (x - —) O L,: 8x + 6y - 57 = 0 
3 8 

b. Resolvemos el sistema determinado por las ecuaciones 
de L, y L 2 : 8 x + 6y - 57 = 0 y 3x - 4y - 12 = 0 

hallamos que x : 6 e y r , . Luego, las rectas se cortan en el punto (6,3 -) 







da,.L 


DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA 


Dado un punto P y una recta L. se llama distancia del punto P a la recta L ' 
distancia de P al punto Q, donde Q es la intersección de L con la recta perpendicular 
a I. que pasa por P. Esto es. 


d(P, L) dtP. Q) 

l-.l siguiente teorema nos proporciona una 
formula muy simple para calcular la distancia 
de un pumo a una recta. La demostración la 
presentamos en el problema resuelto 3 



[TIOREMAgi] U distancia del pumo P - (Xa . y , ) a la rec|a L: Ax * By 


d(P, L)- 




Ur*. 



















""■•I I. -í>, 1 


i II MTIO Í>-1 la <IKtam-(n tlel punto !• , , 1( h 

SolUCiÓM 

d(P. L) _ 


, ii MIMO 7.] Hallar In distancia onirc l«% rctiw» p«,i,| r | tl 
l.,:2y-x 8-0, 1. 2 2y x . 2 -o 


I Aty « lly w * C| 

n/a'.m 



I 


-I 


vdución 


se entiende que In distancia entre dos rectas 
púlelas es In distancia de un punto cualquiera dr 
mu de ellas a la otra reetn Consigamos un punto do 
lanceta I | 2y x 8 0 Por ejemplo, el punto I’ 

donde I , corta al eje Y Si lineemos \ (). entornes 

2> - 8 - 0 \. por tanto, y - 4 1 negó P (0. 4). 

Ahora 


dtl.,.1,) d(P, l ,) 


12(4) di ’| 
V ’ ' ' ( I) 2 




PROBLEMAS RESUELTOS I 


BO PÍUMaXI Hallar una ecuación de In recta que es perpendicular a la retía 

L: 3y - 4x - 15 - 0 

y que forma con los ejes coordenados un triángulo de área igua i '< 

U ''««‘ente de la recu L: 3y - 4x - IJ - 0 es m, • ¿. Lt»»o. I» dc 


»(• 


tanto 


I 13 

2 ni| 4/3 4 

CUa rc eta tiene por ecuación: 


(I) 


v 1¡40 y **4** b 

1 c * Punto donde esta recta corta al eje X 

^***>do, 


1 estos valores en la ecuación anterior 

























A4* 




O--¿«»b =» »- 4 b ® 

4 3 

El áre* dd triángulo formado por la recta > los ejes es: 

1 * 1 1 b -l -6 O | ab | * 12 

Reemplazando (2) en esta última igualdad: 

jab|- 12 « | J bbj - 120 b 2 -9 
o b * *3 

Reemplazando b “ 3 y b = -3 en la ecuación (1) encontramos dos respuestas: 

L,:y — ^**3 i L, : y—-x-3 



PROBLEMA 2. i Si L| y L 2 son dos rectas no verticales con pendiente mj y m 2 , 
respectivamente. Probar que: 

L| y L 2 son perpendiculares O m|m 2 = -1 

Solución 

Como la perpendicularidad permanece invariante por traslaciones, podemos 
suponer que estas dos rectas se intersectan en el origen. 

Las ecuaciones pendiente-intersección 
de estas rectas son: 

L|: y * m|X , L 2 : y = m 2 x 

Sea P“(xi, miXj) un punto de Lj y P*(X|.m ( *,) 

Q ■(x 2 , m 2 x 2 ) un punto de L 2 . tales que 
ninguno de ellos es el origen. 

Luego, x, t O, x 2 ^ O y, por tanto, xjx 2 ^ O" 

De acuerdo al teorema de Pitágoras: 

L, > L 2 son perpendiculares o APOQ es rectángulo 

c* d(P, Q) 2 = d(0, P) 2 + d(0, Q) : 



Pero, 


d(P. 0)‘ “ (xj - x,) 2 + (m 2 x 2 - m,x,) 2 


* x» 2 - 


Xj - 2x 2 X| + x, + (m 2 x 2 ) 2 - 2m : m,x 2 X| + (mjX|) 2 


dí° 


p r 




tl> 


K7*2 %i 



























'"Xx. 

*»• y» J * 



®cu¡ ■ 


r oba' 


que: 




T*ndiculirts o 

antee tnvmanc por a» i 
in en el onger 
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d(0,rv - *T + (m,x,) 2 y d(0,Q) 2 = X2 2 +(rnjXj)2 

Luego. 

L, > L ; son perpendiculares o 

* -2*,». ♦ «C - ( m 3 x l) 2 - >W lVl + (m.x,) 2 -V + (m,xy.„>,^ 

O -2x ¡x , - 2m 1 m,x ¡ x, - o o - 2xjX|( , + ^ } . 0 
<=> 1 + mim] = 0 <=> m2m|=-i 


jRÓB LEM A jTj Probar que la distancia del punto P 0 = (Xo , y 0 ) a la recta 
L: Ax + By + C = 0, es 


d(P, L)~ 

Solución 

Sea L, la recta perpendicular a L y 
que pasa por el punto P = (x* y 0 ). 


¡Axo + Byo + C 


B 



p ° (** y») 


La pendiente de L es m = - — y, 

por tamo, la pendiente de L, es m, = 

La ecuación punto pendiente de L, es 

y-y* " T (x-x 0 )<=> Ay - Bx(Bxo - Ay 0 )*0 
A 

Hallemos el punto Q donde se interscctan las rectas perpendiculares L y L,. Para 
«to resolvemos el sistema: 

(I) Ax + By + C = 0 , (2) Ay - Bx + (Bx®-Ay#) - 0 

C1 . , _ / B 2 x 0 -ABy 0 -AC A 2 y 0 -ABx 0 -BC ^ 

El resultado es Q = (-S_¿2 -, --y—J > 

A 2 +B ¿ A +b 

Ahora, 

-y 
































I 


A4$ 


- B*# - c) 2 r >2 4 r ) 2 

“ <A : -bV 




aad n¿» 


díP L>« 


Ax$ * By f< -Cj 






PROBLEMAS PROPU ESTOS E 


Lü 


Em la* 

2- Pza per d 

3. Ti 

4. Pasa per JO» 


A » (2 1 1 B * (-4. -2), C * (1,1/2) 


dei 2 ai % hallar mam ecuación de la recta que xatixface bu 
aiafarmmj m atx >*. 

íl,3)y sene pendaence 5 

-3y :au por d erigen. 

(1. l)y(U)i 

5L tameca i! qr X n 5 : I eje Y ca 2 

4l ?l..í r*x c. país: . 3 ;* « paralela a a recta 5> - 3 1 - 6 = 0 

?t:¿ per c pjBRc - 3. jro popoáaáv i La recta 5x - y -2-0. 

t. Li panAra. t 5 = 0 * piu por ri pacto de mcraecckm de ¡as rectas 

5i - ;, = 4 2a - 5? - 3 « 0 

9. fanme^ . j.h eje» ::*:r re-^:... ¿ jp»t¡ íísekic» de i origen y pasa por (8.-6» 

It. Icii ^ resa L 2} - - 7 = 0 

* ^ '»= P*“?* «• puaop-d.l. ya perpendicular i L 

fc.IU,kto ao , <kl! « 1K ,. a 1; a ka no L 

, 1 ' l iT , t,^r° r!7r ^ ^*^*••'■' 3 . 11 . jrC =(J-■*)** 

■ ■ *x. je m iras®*, tKaacii Hallar ei ara de dicho tndogulo 

* * K ** CT = I ««» « y e** - 

*- L 2i - 5y - 6 = 0. 

Ya. * • 


V. L : -i - 3j - (S = 0 
e. L*. 4 * - 3 y - f = f) 


c. Lí -5x - 2y 
T Ln -x~ 5 y 




-20 


= 0 


13 . HaÜa: a netas ár ^ 

a- . . . ■* segnsemos de «aremos 

4 * ^U)ya,K» «.,-2.3, y 
































Vi 







cy 


6 * 0 . 

♦ y-2-0. 

ífI ^,onad^- 


\w 


,cn y P*** ^ 


x (&- 


4\ 


kW 


y O I*' 1 

„ y C'‘ 4 ' 

M* <•' 


Oí» 


É# 



•"** * te “••■•SSj;* _ 

15. H<Htf '* d,slWKU *1 "'W « u recu 4 X . . ‘ Vtr* u ^ 

, N HilUi b distancia del pumo (0. -j) 4 ^ ^ ^ 15 ' 0 

,« H»lbr b distancia del punto O. ') k ' ~ ,ÍJr '»° ft 

, . , * 4nccti| ^'Jy.s 

1 $. Hallar la distancia entre las tretas ^ ^ 

1 «. HalUr la distancia entre las tretas pwikU, u °* '' * 10 

f * 45 ' ' N * 1 ^ » 

* Halla» la distancia de v> - (*. » a u ‘ v > ^ 0 

alanfeta 4\ ♦ 3y «O 

21. Detenninai el valor de C en la recta l 4 \ . t N . .> 

.WpuntoO • (í.«)al «ewoUda^^'^^u 

ll Hallai las rectas paralelas a la recta >\ • i \ P ,, 

7 u g yv»wui4«i l y B 4, 


ésta, 


:.V Hallai la ecuación de la recta que pasa -do por d -to i' v s. t ). : , 
c-k-s coordenados formando un triangulo de arva i: ur.idaJc^ualuaj. 

N. Determinar para que \ alores de k \ de n h. ¡v\ :> 

k\ 1 (1 h\ Ji •> .1 


k\ • 2y .i 0, o\ 4\ ti 0 

h \on jvuviv. vii’.aivs 


> * y . v», vi 

a. Se intersectan en un muco punto 
f son paralelas no coinctdcntcs 


ll. Si'invt-v-.ás-:.-' 


*•* Determinar para que \ alores de k n de n las iect.»' 

k\ «■ Sy • n " 0 , 2\ » k\ I “ 0 .^.vlw-uUie» 

a> son paralelas no coincidentes b son coiuculvnn's 

**' 1 '»cuadrado tiene por centro C 0- 0 > u,v v1v " 

v 12. Hallar las ecuaciones de la> ttca* que s ■" . ^ ^ 

• 1 u> bat que los puntos A (I. •»»• l * »'* V M A\ \o -; i - “ 

' n * ccs de un rombo (cuadrilítero de lado* v ’s 

^ ‘penales se cortan perpendieulannente ^ 

2 *‘ S * an a V b la abscisa en el origen y la ordenada en d ^ s i j 
a * 0 y b ¿ o, probar que una ecuación de ** 
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AfO \ Un,V B¡0 Ll ^^coS„ 
proce^SS-^- 

apen 

riRCUNFERENCIA, PARABOLA, ELIPSE E 

HIPERBOLA 

An i a or esente sección es hacer una breve presentación de 
Nuestra ‘"tención.en 1. pres ^ hjp A estas ** úi timas 

curvas las 

munfcrcncia. para o • desiertas ecuaciones de segundo grado en dos variables, 
ClTSeSusuvo se procede a parrir de las propiedades güincas de 
rada curva. Esto corresponde a un curso posterior. 

LA CIRCUNFERENCIA 

TEOREMA F.l] La circunferencia de centro C = (h, k) 

— y radio r tiene por ecuación: 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 
En particular, si el centro es el origen, 

x 2 + y 2 =r 2 

)cmostración 

P = (x, y) está en la circunferencia <=> 

d(P,C) = r O ^(x-h) 2 +(y-k) 2 = r 

O (x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 
Observar que la circunferencia 

(x-h) 2 + (y-k) 2 = r 2 

puede ser vista como la circunferencia x 2 - y 2 = r 2 a la cual le hemos aplicado la 
traslación que lleva el origen (0, 0) al punto (h, k). 


■ i 

EJEMPLO 1. Hallar una ecuación de la circunferencia de centro (2,1) y radio 3 

Solución 

Por la proposición anterior, una ecuación de esta 
circunferencia es: 

(x-2) 2 +(y-l) 2 * 3 2 

Esta ecuación también podemos presentarla 
desarrollando los cuadrados y simplificando. Esto es, 

* 2 + y 2 - 4x - 2y - 4 =- 0 




ic*’- 


L1í k' 

' iJ ‘fpo' 

n^ nP 
La pan 
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K.IÉMPU) :.] Ualk.il las •.iguicutespui libólas 

a> y .-i x J b. 2y* ' 2x + 3 


Solución 

a. I I ciático de \ ' es una paiábola con 

vértice en el otigcn Como a 1 ’ * l) . 

la parábola no abre bacía aban' 
para x 1 o \ 1, obtenemos y 1 2 

l uceo, la cuna pasa pot los puntos 

(-1. -1/2) y (1, -1/2). 



b. Completamos cuadrados: 

2y * - x 2 - 2x + 5 <=> 

2y - (x : + 2x + 1 ) + 1 + 5 O 

y * - ~(x + ir +3 o 
y - 3 - - ~(x +1) 2 

En consecuencia, la gráfica de 2 y x 2 2x + 5 se obtiene de la grille» de 
> — x mediante la traslación que lleva el origen al punto ( 1, 3). 



- EJEM1 LO 3.] Bosquejar la región del plano encerrada por la recta y x - 4 y l J 
parábola x y : 2y 

Solución 

Completando cuadrados en la parábola: 

*-(_,) (y . 1)2 

l a parábola se abre hacia la derecha y su vértice es (- 1. |) 

Hallemos los puntos de intersección de la parábola y la recta: 























r or ü * 





r 


gp 3 rin*’ ^ 

•a*»*—“■" ’* >: - N » *-».. 

«t- > • • * ■ i ■=■ 

: ** _ a • <J 

v .-t <í * ~ 

Jfgcu, a JITMB * imrrwvton 

tf lu> junto» (3* A JU'Í) 

i Tcpun miJcaúu .» la sombreada. 




..anuacmos 


LA fUPSI* 

íumchmi normal a¡ graneo Je 


ecuación 


V r 

* * * 1 


1 * k *m jes números posiu*os. A esta ecuación !fc 
x a diese con cenen» «a ungen. 

isa sajasen tu se aiteru si cambiamos \ por 0 y por -?. Es» supufict que la 


•ñalemus us nterseeciones con lo» qes- 

j»la r«r ^ s«» <> 

-ustsL a cuma interseco ai eje A en 

;*Jzr . : = j : =J) *M J**^ 

-Jepi. a curva interseca ai qc > en lO. ' > l®* 

! 'ir *¡r lu dipse en poiaccn itornui »¡metrca respci- 
■“ ai 

S jglQl Idem ricar * bosque -ar d f»* 1 " ^ ^ 

Lv : *-** 


s 1 




V " • 

s' x 

~b 



Jireowsque 


este 


' •''“bíntus 40 *» *>*» je la «cuacó» entre 
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Ap ^ 



Ví-rx* *ue se «rao * *** ^«pse en posición 
»cnwi con centro e* el coge-’ Ademas, tenemos 
Mi-Jvk-i Es» sigr r*ca ** COf ta al eje X 
<r Jos partos 0> > (?, 01 > «1 ete Y en (0, -2) 



El IT SE TRASLADADA 


s ¡s «oarvs a trasloe en que eso el origen 
óe cooróen»*» al porto (h. O. de acuerdo al 
cr rcr o oí trastee cw, la grara de la ecuación 


(a-k* 2 _ ly-U 1 
% * 

a* k* 

es a e rse conesrord er;e a te primera 
eaancn. trasladada ai ponto ih. «A 

A est» ecuarvc la Itervmsnos ecuación 
a^rraal oí i í pse con centro en (h, k). 



EJEMPLO 5, lóenc: car > bosquejar el gráfico de la ecuación: 

4\~ ♦ 9y" + 16x +• 18\ -11=0 

--t- 

X’IwCWl 

C oapktancs cuadrados 
4T 2 *9>--!6x* 1S> -H = o =p 

láir-I6x>^(9>-+>_ n = 0 

^*' x >^^->)-,1=0 => 15,-1) 

♦«&♦!)*-36 

Dn-aterfo enere 36 , sm^rficando. 

i v ~ : ~ o-O 2 
3 : * = 1 

tenpanadb"esta eta ^**** 2C tl ° nr,¿1 de una elipse con centro en ("-• 
“‘--cjrsos que esu *w. v » -j- COr ^-ación de la elipse del ejemplo unter** 
Be\« e : cenger jj e ^* C * obt * ne de ^ anterior, mediante la W» IaCK 
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l A “iperbou 

Llamaremos hipérbola en posición normal . 
ecuaciones siguientes, donde a y h son dos col , Rráf,Co <*e cual , 
las llamaremos ecuación normales de la h',n"u í n,cs Positiva, A ?‘ cra dc >»* dos 


uaou"‘.c- - -- «• M»n dos con . (le cu,l« 

I» llamaremos «ustión normales de la hiné,£! * nte * aT,','" * >•* do» 

x 2 , CW ««r. , tr¡ ¿" «»«««, 

(I) — - ; T - 

a 2 b 2 


1 


«> il «■ 





Analicemos cada una de estas ecuaciones: 
x 2 y 2 _ 

. La ecuación — - - 1 no se altera si se camoia x por -x ó y por -v 

a* b‘ 3 K 

Luego, esta hipérbola es simétrica respecto a los dos ejes y al origen. 

Esta hipérbola intersecta al eje X. En efecto: 

y = 0 x 2 = a 2 => x = a ó x = -a. 

Estos puntos de intersección: 

V, = (-a, 0) y Vj = (a, 0), 

son los vértices de la hipérbola. 

Esta hipérbola no intersecta al eje Y. En efecto: x = 0 =i> y 2 = -b‘, pero esta 
u ltima ecuación no tiene soluciones reales. 


(1) obtenemos: 


2 >1 => x 2 >a 2 => |x|>a => X> 


b 2 


>a ó x5 _a 


Esto 


11^ r ^ Ulere decir que la hipérbola se compone 

^ llama 


de dos partes, a las que se les 


ln asíntotas de esta hipérbola a las rectas: 


b 

y= -x, 

a 


y= " I 1 ’ 











A5ft 




V»M 1( 


; '*n 


Btas rectas se obtienen igualando a 0 d primer miembro de I, 
ecuación de la hipérbola. Así: 


x* ¿ , 
J “ b 2 


a 

a* 


o => 

=> 


(i - £)(|* y 0 

L as asíntotas tienen la particularidad de que ambas ramas de la hipérbola v,- 
van aproximando cada vez más a ellas, a medida que nos alejamos del origen 

Para gratlcar la hipérbola se recomienda trazar las asíntotas primero. 

V 2 X 2 

2. Para la ecuación (2), — - 1, podríamos hacer una discusión como | a 

a* b‘ 

anterior. Este trabajo lo ahorramos observando que esta ecuación se p uc j c 
obtener de la (1) intercambiando la x por la y. Esto significa que la hipérbola 
correspondiente a (2) se obtiene reflejando en la diagonal principal la hipérbola 
correspondiente a (I). Para esta hipérbola se tiene: 

Vértices: V,=(0, -a), V 2 = (0,a). Asíntotas: y =- x , y«--x 

b ’ b 


EJ EMPLO 6. 1 Identificar y bosquejar la gráfica de las ecuaciones siguientes: 

a. 9.x 2 - 4y~ = 36 b. 16y 2 - 9x 2 * 144 


Solución 



j 


B 


Se 

C 


ant 

me 

Vé 

V 

Así 

(y 

[i 

y» 








































A 58 


A P*nd 




wpiim KM AS PROl'l'KS 1 OS K 


r „ del I al 9 hallar una ecuación de la circunferencia que 

satisface las candiciones dadas. 

I. Centro(2,-1); r-5 2.Ccnm,(-3,2); r-^5 

J. Ccn» ,1 origen y pasa por (-3.4) 4. Centro (1. -1) y pasa por (6.4) 

5. Centro (1, -3) y es tangente al eje X 6. Centro (-4, 1) y es tangente al eje Y 

7. Tiene un diámetro de extremos (2. 4) y (4, -2) 

8. De radio r - 1 y pasa por (1, 1) y (1. “0 

9. Pasa por los puntos (0, 0), (0, 8) y (6, 0) 

En los problemas del 10 al 15 probar que la ecuación dada representa una 
circunferencia , hallando su centro y su radio. 

10. x 2 + y 2 - 2x - 3 = 0 11. x 2 + y 2 + 4y - 4 = 0 12.x 2 + y 2 + y =0 

13. x 2 + y 2 - 2x + 4y - 4 = 0 14. 2x 2 + 2f - x + y - 1 = 0 

15. 16x 2 + lóy 2 - 4Sx - 16y - 41 0 

Identificar y bosquejar el gráfico de cada una de las siguientes ecuaciones. 
Además, si se trata de una parábola hallar su vértice y si es una hipérbola hallar 
sus vértices)' asíntotas. 

18. x 2 ■ -8y 19. 3y*5x 2 

22. 9x 2 - y 2 * 9 23. y-x : “9 

26. 4x 2 + Ay 2 ■ 9 
28. 16x 2 + 9y 2 -36y= 108 
30. x 2 + y 2 - 2 x - 4y + 5 *0 
32. y 2 - x 2 - 2y - 2x + 1 “ 0 


16. y = 9x 2 17. x = 2y 2 

20. x 2 + 4y 2 = 16 21. y 2 -x 2 =l 

24. y 2 - 10 - 20x 25. 16x 2 - 25>r = 400 

27. 4y 2 + 4y-Mx+ 1 ■= 0 
29. 9x‘ - y 2 + 54 x + 10y + 55 = 0 
31. 4x 2 ^9y 2 -8x-18y + i 3 = o 








1 dadi 


a r 'prn 



siguientes ecuacioan 
’S una hipérbola hallar 


iy 19 . 3 y" 5 *‘ 
= 9 23 . y -* 2 * 9 
4y 2 = 9 


36 y = 


9y 

2 _2X' 4y 


+ 5 *° 


2 - 2y 


,2x + 


Al**' 


,IM* 
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APENDICE G 

TUI(.()|M()mi, | |{|. 



FUNCIONES TRIGONOMETRICAS' 

LAS FUNCIONES SENO Y COSENO 

Sea (’ I*» circunferencia unitaria de centro en ei origen 

x’ + y’-l. 

i u que llamaremos Circunferencia Trigonométrica 

En primer lugar definimos una (Unción: 

L: H -* C. 

Para esto fijamos el punto Q - (I, 0), el 
que será nuestro punto de referencia. .Sea 
t« R. Si t - 0, entonces 

L(0)-Q-(1,0) 

Si t > 0 comenzando en el punto Q- (I, 0), nos movemos sobre la circunferencia 
C en sentido antihorario hasta formar un arco de longitud t. El punto final de este 
arco es L(t). Si t < 0, comenzando en el mismo punto Q * (1,0), nos movemos sobre 
la circunferencia en sentido horario hasta formar un ateo de longitud 111. El punto 
final de éste es L(t). Así, 

L(n/2)-(0, 1) y L(-n/2) ■ (0,-1) 

Considerando que la longitud de C es 2n, se tiene que: 

L(t + 2 tt) - L(t), V t e IR. 

Además, 2rt es el menor número positivo que cumple esta igualdad. El decir, l. es 
periódica con periodo 2n. En general, una función t es periódica, si existe un 
número real k > 0 tal que: 

f(t + k) - f(t), VteR. 

El menor número k que cumple esta condición es el período de la h'iai 

ÍPEFj Mcr 0Nt | Llamamos función seno y función 
coseno a las funciones: 

** n: ^ -* IR, sen(t) “ ordenada de L(t) 

Cos: R R, cos(t ) m abscisa de L(t) 

Es decir, 

L(t)«(cos(t), scn(t)) 

Scr ibiremos eos t y sen t, en lugar de cos(t) y suúri 


m)-(cojt, «"*> 























Van ruaiauie* numen rea. : se cumple: 


- 2r = kd i . eos" - 2r * cosí 


*— Ktl 


eos»—t> * cw t 


T 


CT — t • * om 1 - cusí T -t) * sen t 


A. 

z 


• - tur* * *= : 
n <1 . 



* 5 3 


1 Esa rronnoac e: consecuencia drrecu at n. periodicidad de la función L. 


-2rnu2a¿ a consecuente, jt aut ios 

-r - inr : set : y !>-:)* (eos . wn'-t|) 
ce nnnncw resnccu a eje X figuré anterior). 


v t 


3-L 


l't ¡* (£»!, SCI X) y 

■ - -f ® COI 7 - \ ¡ ser. r„2- t)) 

t la Qiagona. \ = x, poi tanto, sus coordenadas # 



0'd.O' 


A E 


«. Ci 
na 


LK 


- sei esté ei. k eire uní ciencia trigonométrica. Por lo tan^ 
cor' t *♦ srrr t - 1 


; * * went que sor t < J y cor 1 t < 1 £***? 

flus aest ga a ia<tr > obtenemos it> deseado. 

























X 


V 



C0$ 

o 








4o 


AP **** 9 

nic dad ( 1 ) nos dice quc ,as func 'oncs seno v . ^ 

W^L d peri» do cs 2 *' U (2) no £ l ’ 0 ”>"l*ri6d¡c M Sc 

¡jr y t.d *-*—.«.Vjs; 

' M-fL0T] Hallar todos los t e IR tales que: 

^ l.scnt-0. 2. eos t = o. 

Solucí*" 

t-0 Ut)-(1,0) ó L(t)*(-1,0) 

o t-2nn ó I-I* 2im, VneZ Vn>z 

, £OSt ,o «U0-C0.D * Ut)-(0,-l) 

<=> t-| + 2nn 6 t-|n+2m,Vn e Z«i.i tlm ,v„ el . 

LAS OTRAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 
l is restantes funciones trigonométricas: tangente, cotangente, secante y 
inte a las que abreviamos con tan, cot, sec y coscc, respectivamente, las 
definimos en términos de las funciones seno y coseno. 

rñ?nÑícIóis; 


_ scn 1 
a. tan t - cos ^ 

1 

c. sec t = 


b. cot t = 


eos t 
sen t 


eos t 


d. cosect = 


sen t 


De acuerdo a los resultados del ejemplo anterior tenemos que: 

1 . Dom(tan) = Dom(sec) = { t e IR/t* a/2 + nn,n ei- 

2. Dom(cot) = Dom(cosec) = { t e R / 1 * "ir, n eZ } 


> * Ctg t 


“ tg t Y 
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TjÉMPLÓX Hallar el valor que toman las funejones trigonométrica* 

Solución 


en ( 




Tenemos que L(-97i) = L(-n + 2(-4)7t) - U-tc ) - (-1, Q). 
Luego, 


a. sen(-97i) =0 b. cos(-97t) = -1 

d.cot(-97t) no está definida 
f. cosec(-9n) no está definida 


c, tan(-9ri) * q 

cos(-97i) ■& 

e. sccí-97t) ---- 

COSÍ-971) -i -1 


ANGULOS ORIENTADOS 

Diremos que un ángulo está en posición normal si su vértice coincide coc t 
ongen del sistema de coordenadas y uno de sus lados, al que llamaremos lado 
inicial, coincide con el semieje positivo de las X. El otro lado es el lado termiMl 

La tigura adjunta muestra al ángulo AOB en posición normal. El lado inicial es OA v 
OB es el lado ter mina l 


Angulo Poti tito 


Angulo NcgatKt 



necesario*™^ ^ en Geometría no es satisfactorio para el Cálculo, 

modo un ánon| Ca angu ^° k ^gnemos además una rotación y obtener, de e¡ 
rotación del lLn° ° ne, ¡ tado ^ cl ángulo orientado AOB se obtiene por 
positivo si la rotacuS 1Cia C * Iado terminal O 0 - U T n ángulo orientado 

la rotación es horam R am,h ° rana (contraría a las agujas del reloj) y es negativo 
ángulo AOC es neoai.v 0 onen tado AOB adjunto es positivo, mientras <J 

*** cierta longitud Convenid A dd lad ° iniciaI ’ al r0tar dcscnbC 
es antihorana v neeativ* i 0105 en con siderar esta longitud positiva si la ro 

Es claro ’ " 3 r0taC,Ón CS horana 

cual es congruente. Por Cual 9 uicr a existe otro ángulo en posición D °‘^ 

en estudiar los ángulos en ^ no Perderemos generalidad si nos conc 

Us . 6 luscn Posición normal. 

fórmula* si se tSb!»! coíT^ ° Cn radian es (rad.). En el Cálculo se 
medida. Con «^anes. P or esta razón el Cálculo adopta este <V 























-1 *0 
'1 N 


,c ‘de con ei 
,rcn *H lado 
0 ítrraÉui. 
c, *l«OA\ 



>o 0°^ t 




«rií 11 v 
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* radioTüL* * l ° 

• “““““ ti 


Af^ 

Angulo mide 

. i 

" “ X (|) 

Si un ángulo subtiende un veo lgua , 
ctf cunferencia completa, entonces el ángulo mide * 

“ radianes - 2a rad 

Luego. 360* - 2 n rad 6. simplemente, 

180' -n rad. (2) 

De donde 

n 180 * 

(3) 1 * “ Taió rad ' ~ 0,017 rad ** (4) 1 rad - --a 57 S 

Para tener una idea geométrica de un ángulo de I rad 
tomemos un ángulo central 0 que subtiende un veo de 
longitud igual a un radio. 

Se tiene, por (1), 

0 ■ “ *1 rad. 

Es decir, un ángulo mide 1 rad. si éste subtiende un arco de longitud igual al radio 




EJEMPLO 3. I Hallar la longitud del arco subtendido pw m ^ 

0-1,8 radianes en una circunferencia de 

Solución „ ..ni,» 

,. 0 r- 1 . 8(12 cm.)“ 21.6 cm. 


grados en » r * <1 '“ e, " 


grados. 


Usaremos (3) y (4) para convertir 
res Pcctivamcntc. 

E rmploTI Expresar: 

a. 60 * en radianes 

Soluelén , >„(!^¡ 


5, bienes a’*'**'” 
b. 2 


„ -450* 


1 





















aM 


Hemos 
en U 
agudo de 


FUNC IONES TRIGONOMETRICAS DE ANGlTos 

^ finido l»s fimcione* trigonométricas do números «,!« Sm 
bínente elemental las funciones mgonomctncas se definen p, a 
¿ m triángulo rectángulo como las siguientes razones: ‘•M. 


sen 0 


92 

IHp 


Ady 

eos 0 - Hip 


Op 

** n 0 " Adv 


Hip 

i« ~rr~ 


cot 0 


Ady 

Op 


cosec 0 


IÜE 

Op 


s* 0 " Ady 

Debemos reconciliar estos dos puntos de % ista. 



9 

1 

- 



DEFINICION ] Si un ángulo orientado 0 tiene 
t radianes, entonces: 

sen 0 = sen t 

Si la medida del ángulo está dada en grados, 
convertimos los grados en radianes. Así, si el 
ángulo tiene A°, que equivalen a t radianes, 
entonces 

sen(A°) - sen t. 

Con las demás funciones trigonométricas se procede de igual forma. 

Ahora, tomemos el circulo trigonométrico, un ángulo central 8 medido en radiases 
(0 radianes ) y el arco de longitud t que éste subtiende. De acuerdo a la fórmula i ¡ - 
tiene que: 

0 = y = t 

l.s decir, en el círculo trigonométrico, la medida del ángulo en radianes es igual a 
longitud del arco subtendido. 

Ahora, mirando la figura anterior vemos que la definición de las fuñe ico® 
tngonométricas mediante el triángulo rectángulo (definición antigua ) corneé '■ oD 
unte la circunferencia trigonométrica ( definición nueva ) Así: 

(Definición antigua ) sen 0 - Ü = senO 

Hip l 

sen 0 » ordenada de L(0) ( definición nueva ) 

Se 11 ANGULO DE INCLINACION 

que forma ¡ n * tión ** una recta no horizontal al menor u ^ ul0 J^°iei 

asignamos corno ángulo di **?*'*' P°*¡tivo de las X. A las rectas honro 
g * lncU *ación *1 ángulo de medida 0. 




i 


£i> 


5 


S 
























>s 


atl Sui 0 


*1, 
•c 


a 

O 


. claro q lic si la mcdida del ángulo j c 
1S • sn es « radianes, entonces 
¡ncl' nfllK 0 < a < 7t 

. cS u na recta no vertical de pendiente m 

i de inclinación a. entonces 
v áng ul ° 

m - tan a 

electo, mirando el triángulo de la figura, 


En 

tenemos que. 


tan a 


Op m 
Adv 1 


m 



Si la recta es vertical, su ángulo de inclinación mide ~ 

Jt á definida. Es 
tienen pendiente 



2 rad * Pero tani ~ v 

, stá definida. Este resultado concuerda con el hecho de quc | K _ \ “ 

j .•—*... 'cnicaiw no 


ANGULO ENTRE DOS RECTAS 


Sean L! y L 2 dos rectas que se cortan 
v que tienen ángulo de inclinación a, y a 2 
respectivamente. En el punto de 
intersección de estas rectas se forman dos 
áneulos suplementarios. Uno de ellos es: 

jaj-ot! sia 2 >a, 
01 |ai-ot2 si a t — a 2 
y el otro es 0 2 = Jr-0| 



ares, sólo uno es agudo El 


De estos dos ángulos, si tas rectas no son perpendicu ¡ 
siguiente teorema nos dice como calcular este ángu o agu 

TEOREMA G.21 Sean L, y L 2 dos rcctas 110 V Crt '*! " • o C s ? cl ángulo agudo 

- pendientes m, y m» respectivamente. 

entre L, y L 2 ,entonces 

tan 0 * I i + ntimj J 
Demostración > ^ 

El ángulo agudo 0 es 0, si tan 0 , > 0 ó es 0 2 ^ Suptín gamos que * 

Sea aj el ángulos de inclinación de l i y • .. tan o» m ). *mciáa 

Se tiene: 0 , = a 2 - - n - tantt2 2 ^° aUC,# 


'¡ene 





a! -nt. > tan0 ' 

: u, = ct 2 -a,, °‘: tan “í 11 y ** biend0 ^ 

-■«w las identidades trigononicHiicns . rt ,.-mi 

periodo ir, obtenemos: „ tan 

tan 6} = tan(a 2 - a i) l + tan a ; ial 


































l .K'CvV 


tan 0; tain* »M tan(- 0,) - tan 0, « - 

m>- m. i 

* an l> I l + m,m 2 


IM MPl O S. Hallar los ángulos entre las rectas: 

l) ^v-2x“30-0. L 2 :3y-8x + 12 = 0 

Solacio» 

2 8 
la pe-v. ente de L { es mj 5 > ladeL 2 esrm^T 

> e> e' ángulo acudo entre las rectas, entonces 



tac 0 


m : -m, 1 1 S'3 - 29 


24-2 

| 1 ^m,m 2 | | i+(2/9XS/3) 


27+16 


66 

43 


Luesro. 8 = arctaní — ^ ~ 0.9Q3 rads. ~ 56* 54' 54" 
v 43 

E! otro ángulo es 8' »* - 0.993 = 2.14S6 rads. = 123° 5' 6" 


LEV DE LOS COSENOS 

E2 s:gu:er.:e resalado generaliza el teorema Pitágoras 

TEORE M A G.3 S: los lados de un triángulo miden a, b y c y 8 es el ángulo 
opuesto a c. entonces 

c“ = a“ + b * 2 - 2ab eos 0 

Demostración 

To mamos ur¡ sistema de coordenadas en tal 
íonm que el ángulo 6 quede en posición normal \ 

« »do a descanse sobre el eje X 

Tenemosque >=bsen0 y x = bcos0 

2 Ar “‘ v * r J' U fórTr -“‘ a de distancia para los vértices del lado c: 

= (bcos0-a) 2 -( bscn0 _ 0)2 

= bWe-2abcose.a 2 + bWe 
= * *b 2 (oos"e^aen 2 e )_ 2 abcos 0 

a ‘‘b 2 - 2 abco *0 




nos 









































ti», 




y e es el ángulo 
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FORMULAS DE ADICION Y SUSTB 
U, identidades trigonométricas que prev***^ ^ 

^ consecuencia de la» siguiente* fóro»j^* f «*> de ene ic^ 

p i,cu) * dc| «»«, „ d 

*«. ~c.- rt .~, WÍ 

d. co» (x - y) « co* x cot y - jen * ^ v 


e. tan (x ♦ y) • ta " » ♦ toa y 
1-taai tan y 


2uax 


í. tan (x - y)« *?» ~ 

1-tanx tan y 

FORMULAS DEL ANGULO DOBLE 
Si en las fórmulas a, b y e tomamos y *x, se tiene: 
sen (2x) - 2ven x eos x , eos (2x) = eos 2 x - sen 2 x tan (2x) 

I-üb'x 

La fórmula anterior de eos (2x) combinada con la identidad eos* x * sen 2 x = 1 
nos dan otras dos fórmulas para eos (2x): 

cot (2x) “ 2 eos 2 x - 1 eos (2x) * 1 - 2 sen* x 

FORMULAS DE REDUCCION DE POTENCIA 
Si en las dos fórmulas anteriores despejamos sen* x y eos x obtenemos 


ven 2 x 


1 - eos 2x 


2 

eos x 


1 + eos 2x 


1 - eo$2x 

<*”' 1 = TTmíT 



Estas fórmulas, a su vez, sustituyendo x por x/2 y sacando raíz cuadrada, 
del ángulo mitad 

FORMULAS DEL ANGULO MITAD 


-eos x 




*° I “ * f- 

TRASFORMACION DE PRODUCTOS EN SU ^ ^ 
binando, mediante sumas y restas, las fórmulas a, b, c y 

x .i[ten(s + y) + * n(, '' y) J 


sen x eos 






























A t >8 


A P^ 




COS X eos I “ ^[cOS(X + y> + COS(X-y)] 

sen x sen x - ^[coj(x-y) - cos(t + y)] 

TRASFORMACION DE SUMAS EN PRODUCTOS 
En fórmulas anteriores, haciendo un adecuado cambio de variables 


se obtienen: 

„ x + y x-y 
sen x + sen y - 2 sen —eos —y- 


y 


sen x - sen y - 2 eos lll Un x-, 

2 2 


eos x - eos y =-2 sen Wn 


X-f y 

eos x + eos y * 2 eos —— eos ^ — - — j sen sen 

Todas estas fórmulas estas fórmulas aparecerán en una tabla más adelante 




PROBLEMAS RESUELTOS G 


PROBLEMA 1. 


Probar que las funciones tangente, cotangente y cosecante sor. 
impares y que la función secante es par. Es decir, probar que: 

a. tan(-t) = - tan t 
c. sec(-t) = scc t 


b. cot(-t)) * - cot t 
d. cosec(-t) ■ - cosec t 


Solución 

Sólo probaremos las partes (a) y (c). Para las otras se procede en forma similar 

- .v sen (~t) rsent sen t 

— ‘ ~ cosF = ~ tant 

1 1 

c. sec(-t) 


cos(-t) 


cost 

1 

COS t 


— BCEMa 2 .J Probar que el área A de un sector circular correspondiente a un 
ángulo de 0 radianes en una circunferencia de radio r es 

A »r 0 r 2 

Solución ¿ 

sect^Xu^Z™™ arcunf "'"^. ta áreas de dos 

ángulos centrales corresmn°r >rCIOn íI' S 3 las adidas de los 
y al hecho de que el circulo^ nM ^ acuerdo a cslc resultado 
radianes, tenenis«|5 ,0Ul “ <“ rector circular de 2a 

encolo, rrrCTr """ d á, « A V el área total del 

( ar*) es la misma que la razón ende 0 y 2a F.sto es. 



b. L 




* 


































Y 




JL.± 

nt 1 


rR <>W K' , A ?•! 1 “ - 1 » I"''"-** q« cnu,. 

" X J cm d, *««.*,, 

S» el pifión grande (el da u. 

revolucione» po, mim , to /a /** 1 * 1 ") gira « ri/rtn u „ 

*.r. .1 p*ta r»quf(Vi <"* mr2, 

b. Si I o» r ueda» d e I a b idclet., 

velocidad •ede.plw.é.ta? rnfn un '*»*Me 4J Cm ¿A ,* 

Salación 

u circunferencia del borde del pifión grande tiene 
una longitud de 2n(IO) cm Luego, en un minuto 
cualquier punto de c*ta circunferencia hace un 
recorrido de 2n( 10X75) cm. por minuto Por otro 
lado, la longitud de la circunferencia exterior del 
pifión pequefto e* 2n(3) cm Luego, el pifión 
pequeño debe hacer: 

2n(IOK73) 

2r( 3) 250 revolucione» por minuto. 

b. I-a rueda trasera de la bicicleta, ni igual que el pifión pequeño, gira a razón ác 250 
revolucione» por minuto, lo que da un receñido de 

2ít(45)(25ü) cm/min 22 5(K>n cm/min 706,86 rn/min 



a *''•»« 


nuiH'r"* 


0 



PROBLEMA 4. Probar las siguiente» fórmula» aditiva-* 

a. »en (x 4 y) - sen x co» y ♦ co» x sen y 

b. co» (x + y) • co» x co» y - »en x »en y 

c. »cn (x ~ y) - sen x co» y eos x »en y 

d. eos (x - y) • eos x eos y + sen i sen y 




c. tan (x ♦ y) 


f. tan (x - y) 



tan» » tac y 

I - tan x tan y 

tanx tan y 

I ♦tan * tan y 


S ° ,0d6n fnrm» 

udimrnic .. c. d y .. U. — " 

Cornen/amo» probando d u^ners» 

*■ C*«hmo. longitud del «gmento PÓ <*> 

Odiante la fórmula de la distancia y mediante « y 

























A-O 




- (scn 2 a + COS 2 a) + (sen 2 P + eos p ) r 

- 2 eos a eos p-2 sen a sen p 

«2-2 eos a eos P - 2 sen a sen P 

(d(P. Q>) : “ ( c, (°‘ P ^ 2 + ^ 

- 2 (d(0, P))(d(0, Q)) eos (a - p) 

« 2 - 2cos (a - p) 

Luego, 

2 - 2cos (a - p) = 2 - 2 eos a eos P - 2 sen a sen p => 
eos (a - p) * eos a eos p + sen a sen p 

c. La parte 3 del teorema G.l dice que: sent= cos[7i/2-t] y eos t = sen [n/2 -1], 
Luego, 

sen (x - y) - eos [n/2 - (x - y)] = eos [(n/2 - x) - (-y) ] 

= eos (n /2 - x) eos (-y) + sen (n/2 - x) sen (-y) 

= sen x eos y - eos x sen y 

a. sen (x + y) - sen (x - (-y)) = sen x eos (-y) - eos x sen (-y) 

= sen x eos y + eos x sen y 

= sen x eos y - eos x sen y 

, v sen (x + y) sen x eos y + eos x sen y 

e. tan (x + y) =--—— = ---- 

eos (x + y) eos x eos y - sen x sen y 

Dividiendo el numerador y el denominar entre eos x eos y: 

tan (x + y) = sen x / c °s* + seny/cosy _ tanx + tan y 
1 - (sen x/cosx)(scn y/cosy) 1 - tan x tan y 



PROBLEMAS PROPUESTOS G 


1. Sin usar calculadora hallar: 
5 ti 7n 


cosec(-^)- 


*•“*3 • b.sen T , c.Uui(-f), d.sec 6 






















d 





«cao. 


ba.R ule» que 

t tin «’ 0 b. cor a - o c. ice a • o 4 

1 probar que 

». cott<* ♦ x) * cot u b. wx<u ♦ ^ ^ 

4. Probar^ 

*.cos(nx)-(-l) n b. cos<a^rai)-(_ 1) » WJt(i 

<. Sea P - <*♦ y) *W» un *>*"*> de 1 plano que , 
una distancia r del ongen Si L(t) « el pumo de 
intersección del rayo OP con la circunferencia 
unitaria, probar que 

a.scnt= ) b. eos t = — c.tant =^, x *0 

f x 

6 . Hallar el valor de sen (-23x/2)cos (3la) 

7 .Sia + P + Y - «.simplificar 

a. sen (2a + (3 + y) b.sentfa + p+Y) + sen(|Wi) 

8 . Sabiendo que el periodo de y = senx es 2x y eldey = cotxesx, hallar el 
periodo de las funciones: 

a. f\x) = sen (Xx), donde >. es una constante mayor que 0 . b. g(x) - «* 2 xV 

9 . Una circunferencia tiene un radio de 18 cm. Hallar la medida en radianes de un 
ángulo determinado por un arco de longitud 

a'.6cm b. 11.8 cm. c.facia 

10. Hallar la long.tud da un arco subtendrdo en una cuauriarencti de 9 cm de ™d»t 
por un ángulo central de: 

■ I- — c. 50* 



a. t radianes — 4 Mareo de U 

11. La distancia entre dos puntos A y B “ ™ n uo*óe U tierra Si 

circunfarencia que pasa por A > B > nene po ^ i a distancia entre • 

al radio da la liana as. aproximadamente. 6.367 Km. 

y B si el ángulo ACB es de ^ d. SU 4. 

»• 1* b ‘ 30 " ' m|(1 , (un nunuto). entonces U 

12. Hn al problema anterior, si al 4ng “ l ° uua . ¿ Cuantos Km nena un» mi 
distancia entra A y B a s da una mül. naunc. o 

náutica? . un laps0 de 20 minutos? 

^3. ¿Cuántos radianes gira el minutero de un u pi cn icnto de un á'S ul ° * 

Hallar la medida en grados de un á g 

A- 

^— radianes. 


b. J n radianes 
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A 





15. Dot ángulos internos de un triángulo miden 4 I y 

medida, en ¡¡raijos, del tercer ángulo 

16. En la figura, el arco QP tiene una longitud de 7 " cm 

Hallar el punto P. 

17. En la figura, el radio de la 
circunferencia es 3 cm. y la longitud 
del arco es 2n. Hallar P. 

Q X 

18. El lado terminal de un ángulo orientado en posición normal es el rayo OP, donde 

O es el origen y P (-2.6). Si la medida de este ángulo es a radianes, hallar 

el valor de: 

(sen a - 3cos a)(tan a)(scc a) 

sen(-750°) h cos(-1290*) 

19. Hallar el valor de: a cos( _ 150 ') ' tan(7.515*) 

( lln 26 rtV i. l'M 

20 . Hallar el valor de (^cos — + sen 4 J 6 ' cos 3 ) 

21 . Hallar la longitud del lado de un polígono regular de n lados msento en una 

circunferencia de radio r. 

■‘■sre.SEftSs.sf'S 

revoluciones por segundo . Kgao dt, «•*■* « 

• a,-»*"'”* 



0 


tu* 0 * 


PH 


3 

4 

11.2 
iDorriO * 
4. Domíg) 
iDom(h) 
í Dom(o) 
tOoo(y) 
Dotn(y) 

ll D0OJ(y) 

H 



















KenpumU' 


can guloesaradunte,i¿ 


b. 


cos(-1290*) 
taiHT.515 7 ) 

1471^ 

cosTj 

E r de n lados mscnio«. 
. A cuan»* 

£901^ 



,0 1 ' ’ 

2Y , 0- 

■ p'V V' 

,£-V 

wt 





RESPUESTAS a , 

Í52BLEMAS p^J-OS 
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- 3 

1.a. — 
4 


2. a. 2 


b. 


1 + V2 

2+V2 


b. - a 2 + a + 2 

4 


CAPITULO 1 

SECCION 1.1 

h 

3(h + 3) 

h 2 + 2ah 


OS 


c. 


d. _ _ h 

(a +1X a + h +1) 


c. 


3 . Dom(f) [9, +00), Rang(f) [o,+00) 

4. Dom(g) ( 4. 4J. Rang(g) [ 0 . 4 / 3 ] 

5 . Dom(h) (-co.- 2 ] U [ 2 .+00), Rang(h) [o.+oo) 

6. Dom(u) Rang(u) R 7. Dom (0 R - {0¡. Rang (0 ■= R 

8 . Doin(y) = (-00, 0 ] U [ 2 , *00), Rang(y) [O, +00). 9 . Dom(g) = (-00, 9 ) - { 5 | 

10 . Dom(y) - (-00. - 2 ] U [ 2 . +00) - { -2V2 . 2V2 } 

11. Dom(y) - (-00, 0 ) U [ —. +00) 12. Dom(y) * (-co, 1 ] - {-15 } 

4 

13. Dom(y) -[-1,2) 14. Dom(y) (-«5. -5] U (3. +co) 


15. 


Y 


- 1 


l\ 

1 \ 

1 \ 

X 1 

S 1 

-1 

» X 


16. 



D °m(y) = R R an (y) = [0. 1 ] Dom(y) “ R. Ran(y} ~ ^°’ 


,8 -f(x-i)= (x _5)2 

19 - , tx)-I x 2 + i x 

2 2 


20 


U(x)» 226.000X - 5.000.x 2 


2l.G (x)a Í4.000X, si Oá x 5 1 000 Q00 

[4.000.000+ (x-1.000)(14.000-l0x)- s 



























I W* ,0x ‘ ^ V( x ) x ' (I 50 - 2x). 24. A(r) = nr 2 + i (fi ^ 2 
25.Mv)-<H»8 xK^9 26 * A(X)= f( 2 8~4x- nx) 


r. V(x) ’ 4\(40 x)(~5 x'' 

r O O 0 1 

:o. 1\0) :o[vVS y • eos -sen -- | 

31.y-x + *J5 «0 


28. A(x) = -( X + 4X252 + 


6x) 


30. V(G) 






SECCION 1.2 

b.y-(x-l) 3 c. y«-x 3 + l d. y = (x-i) 3 +1 





- 1 -sec(x-l) 


5. *. 



b. periodo = — 
4 


i j | m 


























































6 . pon<f* g) - rvmif-81- Don,f g) . ( 

Dom( — ) • (*^P. 1)U(I,2) ''^(1.2], 

7 . DonKf - S) - Donxf- g). ^ 

¿r* 

J. Dom(f + E) - Donxf- g) , D^,, _ 

' ~ 2 1» EWÍl. . 

9.Dom(0 = [l. 4] 10 -DonXO = (-:. 0 ] 1 ~ 2,2 Ho}. 

12 . (fogHx) = x- l.DonXfog) = [ 0>+Qc) U Don,(l) '[-2.3) 

(goO(x)= DonXgof)-^,.-,,^, ^ 

(foQ(x)- x 4 - 2x* , Dom(foO*R 
(g o gXx) = i x . Donxg o g) = [0. +oo). 

13. (fo gXx) = x - 4, Dora(fo g) = [4. +t») 

(g o fXx) = V x * - 4 , Dom(g o f) =(-oo. -2] U [2, ♦») 

(fofXx)= x 4 . DonXfof) = R 

(g 0 gXx) = yjj x - 4 -4 , Donxg o g) = [20, -roo). 

H- (fogXx)= -V- DonXfog) = R-{0} 

V 



(go0(x)= ——, DonXg o 0 = R-{0.1} 


x 2 -x 


(fo0(x)= x 4 - 2x J +x, DonXfoO = R 
(g°gXx) = x, Donxgo g) = R-{0) 

15. (fogXx) =—L_ Dom(fo g)“R-{l) 

1-Vx 

(go0(x)=—= , DonXgo 

yí-x r 

(f o0(x) .i^I , Dom( fon-R-i»- | f' ,g ‘' 8X ’ l) '' ‘ 
l6 <f»8Xx)-V-x . Donxf»g)-(-«' 0 l 


Dortí 
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U '*Pu 


(gofXx)«/l 1 > Dom(g o 0 [~y¡2, -1] U [1, VJ ] 

(fo 0(v) V\' 2 . Dom(fo 0 (~oo, - s¡2 ] U [ V2 ,+oo] 

(gogKx) yl 1 -/Í-X . Dom(gog) [0,1] 


x) '/5 



x + l 


17. (fo go h)(\) 


18. (f o g o h)(x) 

19.(fofo0(x) : x, Dom(fofof)«IR-{0,l} 20.f(x) = ^ ,g(x)=l+ x 
21. f(x) x - 3, g(x) * yjx 22. f(x) = V\ ,g(x)= (2x-l) 2 

23. flx)- ^-.g(x)- Vx 2 -x + l 24, ^ x) = ~J-8( x ) = x ’ h W = x 2 

25. t\x) Vx . g(x) x + 1, h(x) = x 2 + | x | 

26. t\x) - >/x . g(x) *= x - 1. h(x) = Vx 

27. g(x)= x 2 -2x+l 28. g(x) 


x + l 


i. r‘(x)=-x-- 

2 2 


SECCION 1.3 

2. g“‘(x)= V x + l 


3. h -1 (x)= aTx-2 
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Reí Pue*f as 


SECCION 1.6 

l *-6 2.4 3.-4 4 _ ^ c-í ^ _ o 

4 ’ 2 5 * 3 6 * 9 7. V3 8. £ 

10 S ~ 2 11,5 «. e-V3 13. e ~!+ k/20 , 

,, ln(14/3) , 

-1.2 = 1,2837 17> l+ EÍ 3 =3,73 18. 


8 


(41og 2 3-1) 
-0. y = ln ( x - 2 ) 


= 1,498 


(3 + Jog 2 3 ) 



21. y-ln(-x) 22. y = ln(x + 3) 





24. y-4-ln( x + 3) 25. y = 2-in/x/ 



26. y - 3 + log x 
Y 





27. y - 3 + log (x+3) 



tab 


33. los 


. } b 


(*x) J 

(C5to>h i». 


31. 

34. lo 7=7^ 


•/o 



*~/-A 




































9 - 625 
le '" 4 
•,3086 


SECCION , 

»•**■ b - 5 ' ,27% 2 -*- j •^, Sb ; 1 , 

? 18 millones b. 24,3 millones «. 2020 , ^ * 



*.6351 gr 7. 280,93 gr 8.64.000 ‘ ^ 

81,87%b.67,03% c.U,84% 12 J’ 

c . $. 485.889,27 14. 3.924 alio, «U* 

17. 29.54 meses 18.2.554 libro 19.8,^ ^ 

10 .29,5 años 21. 11.460 aflos 22. a. 11 .Voo.oco"*'* . 

c. 12.886.396 d. 13.130.043 «.13.130.043 a., Wj , 
b. 1.123.322,4 24. 3.173.350.575 dolare 

b. 4,621 años 26. a. 7,595 años b. 7,324 años 


CAPITULO 2 

SECCION 2.1 

1.10 2 .2 3.0 4,f 5.6 6.-10 7.J 8.12 9.27 10.12 « 

12.-1 ,3. 6 1 4.32 15. 8 , 6 . 1 17.108 

„ 1 ,, i. ,, , 25 - «' 12 2t J *5 ** 

.4 22.0 23.- 56 • • t jt| *, 

».3 3,.f 32.? 33.^ 34,., 3Vd^ r , 

«•1 41.2 42.-3 43.-2 44.2 45 ' j- M 

5# ' 3 51. 1 52.0 53 ‘ ,*• 

»>.5,b.5.c.5 56.,.8.»- 8 ' C - 

si x<0 



sen ” si x > 0 



M ’ 8(x) = 'M 



















Re» 


P u ^ta, 




1. -I 
10. - 
17. 1 




3. | 


£ ni 

3 U - 2 


SECCION 2.3 
4 - 0 5 . 0 6 . 0 7. 1 


12 . 

8 


18. 


2 eos a 

cos(a/2) 


13. n 14. z. 

4 


15. - 

2 


8. -i 

2 

1 


9. i 


16.0 


19. -2sena 20. cos 3 a 21.-1 


22.3 


SECCION 2.4 

2- 1/2 4.0, esencial 5.-2 esencial ato 

g , v r ' ' al 6 ' 2 y-2. «encales 7. 5 e5e „ cial 

• y 8, esenciales 9. 2, esencial 10. 3, esencial II. I esencial , 2 . 3v , 
'3-4 14.2 15. -1,2 16. a=lyb = -l 17. a = 12/„ y b = -7/2 

a = -1 y b - 1 a = b, b cualequiera. 20. {„ +| , „ un enter0 } 

21. {4n, n un entero} 22. [0, 1) U 2 23. {0} 24. 2 25 K 

26- 1,5 27. -1,9 28.0,7 2XK 


SECCION 2.5 

1. en 2: +OC, -» 2. en 2: +x, 3. en -1: +®, «, 4 . en 4: + x. -* 

5.en 5. x>, «o 6. en 0:+oc, -x; en -2: -x; -x 

7. en 3: +00, en-l: +00. -x g. en _ 2: +00> . en 2; ^ 

9 en 0: -x; +co 10.0 11. «o 12.-h» 13 .-x 14.-x 15.-x 

16. —00 17.+oo 18. —00 19. —so 20. +00 21 1 22 -— ^3 -x 24. 0 

2 

25. 2 26. 0 27.-oo 28. +oo 2 9. x = 0 30. x= x 

2 

31. x = 1, x = -1 32. x=l,x = -l 


2 
’ T 


. SECCION 2.6 

1. o, 0 2. o, 0 3. 1, 1 4.+», -00 5. 1/2, 1/2 

* _x 7. —oc, -ao 8.1,1 9. +*+» 10. -Kc II.+* 12.1 

j y 0 14. * 15. -2 16.0 17.-*-» I8.5 '2 19.0 
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o 7 .,2 < -íot -6 + t 2 + °* 6t 

4.«T«I0v 9 -6v 7 +1.2v* 5.s- w 




i . -1 6 

6 3y ? v 3 


7. f’(x) - f x-'* «• f x- W 8. g'(x) - 5ax 4 ♦ 4ta“ 5 + f ~ ~ a 

-i n.i'-j t*-j w Uy '’7Z*Í> 


4x 


10. z 


13. z 


3x 2 5x 4 


a + b a-b 


14. u' = -■ 


73 


10 


3 -^r 3tVt ' 4xVx 9X 


16. y* = ( x* + 3x 2 )e x 


19. y’ = 3x - I2x+ 11 


17. y' 


15 . y * - 64x 7 - 14x fl 90x' 


e* 18. y' -ex*' 1 ♦ c' 


27x 

20. 72x 5 - 50x 4 - 32x 3 + 2x 2 + lOx + 4 




21.z=-U(21t ,0 -13t 6 -18t 4 +2) 22.y - 1 

27t 


23. u* — 5 x7x + — 2 

7x 




, -1 1 6 

24. y = —= - —+ — 

2 Vx xVx x 2 


27. y* = 
30. y = 


25./-- 


(x-9)‘ 


26. y 


-8 


(x-8)‘ 


(x-3) 2 

x 4 + 2x 3 +5x 2 -2 


28. z' = 


1-1 - 


(t 2 +l) 2 


29. u 


(x 2 + x + l) 2 


31. y 


ax 2 -c 


32. y' 


4t 3 -6t 2 -1 
(t-1) 2 

, 3ax : +bx-c 


I 2ax 

m 


34. y = —~~—~ - 3x 2 +2x + 1 35. y' 


(x 2 -!) 2 


-3 


-4 


27^(1 + 2 Vxj 2 

K»x~y-2=0 


42. -4ax + y + 3a = 0 


45. y - - 
7 2 

48. -x + 2y - 5 - 0 
51. y = x" ♦ 2x - 3 


37. / = — 

3Vx 2 (1 + 37T) 2 
40. 8x + y - 4 = 0 

«.(i.-i) 

46. (2, “ ~ (—3, 10) 

O 

49. y = 3x 2 - 12x 


2 xVx 
-2(x-2) 
(x-1) 2 (x-3) 2 

2c* 


38. y' = 

(c* +1)‘ 
41. x - 2y + 2 - 0 

44. y*c 

47. 3x + y + 4 *0 
50. y - -x 2 + 8x 





























* ? 

■H. 5 

c 




' 

*»*<•**» 




k • i 

V t 


£2 


»b« -c 

.7 

X-I) 


I 


i 2 í*-3', : 

26* 

* +l) 2 
-2*0 


- 4 x 0 

2 .b 


*E<*w 

l,n*l - te* I - 2aet * t ml¡[ 3j 


*'<e>. 


<i * coi *. ■* * y * •—__ ~2 


l> I-W» *»ít-Uo 




SECaON 34 

■'""^ r ¡ *H W „ 

iy-1’’- 1 * V' .y- ti _ 

’ líT 1 " 21 "»:*!' 

. .... l-fbaW. 

« , 9 - > * — L 


- , = 


IS 


* ?* f 


o* 2 * 2 * ' *i- h *7 

IL y-2tt-c=C 12. (2ta2)y+x-4 = 0 


SECCION 3.5 

l£ »I»*-3»-5^2 e- 3) 2- f'(x) =-32(15-*xr 


1 i =-:í.r 2r -1) A 


=-8(5* 5 - x 4 ) 

? .,4 


* r • -::.• -• - ifc 


.. • . .. : - 

- i ! = . 


o* , -n 3 


dv B(*"L 

7 -r = —^7 

dx (x+3) 

- 1 


2v% i 


‘-1 


1I.«W (1 .M! 


i i A -: 
























ifl 


15. h'(t) 


3-t 


2 ( 1 - 1 ) 


3/2 


3V ' 2 .'*' 14. z' - - 

Vjx 2 -i 

<l-3x 2 ) 2 

TTi^f 


„ . - 2< 

17. z *■ 

X* 2 

16u ¿ ~ 

4 3 

|(kVf 


18. f'(x) = 


1 


v(t> 2 ** 2 ) : 


... . 3x* -2(a + b-c)x-ab-rac*bc 

20. f (x) —- — - 

: (x-aXx-bXx-c) 

„ , l + 2-*/x+2V x-^Vx-4-v'x \ x-n x 

22. y =- == — 

S-Zx” V x - \^x yi + V x - V7 
24. y' = -cosec* 25. u* = -?x~sea( x 3 ) 


»-/- 


21 . / 


-1 


V i ♦* í i-*-V77* y 

1.2*7 


W7x*nt;‘ * 
23. )•’*= -s«r-• 

24. = -1-iex i m't 


27. y’ = 4x' sec"( x" ) - 4 tar. x src~x 


29. u = - 


sen x 


2v 


eos X 


30. y’ = - 


sen*, x 


32. y = - 


2xcosec~\ l-x* 
3(l + x 2 ) 2 3 


4-\ X V cos% X 
2ac x 


2S. r * - 

3L/- 


77 :r ' ~ 

bK.' 2» 


: : 


33. y = - 


% KCX 


35. 1 -^* [«=£'j!^] 


Vx'(i+ > /7) 2 


' 7TT M ; 3 * y 

L ‘-vx j j_ i- Vx 


■ ae 3». 


7 1 s 

-•4. ;• = — -'Se; — rr.i — 

* 3 x* i* 

2kc" x 

'Y í 

KK* X-l ’ * 


37. y’ = 


eos X 


1 - sen x 


(1-sen x ) 2 V 1-seu x 


-cosec 2 X 
39. y' *= ’ 


■ - -** Ice»se* .• - - 

38. y =- - 

- 

2x‘ ; - o.*: : - 

v x 


r , _ \> 2 

2¡ i-coir * 

' 2 J 


40. y = 


(a-b(m2i 


- • • »n ' - • ' • 


41 * y sen x ser. (coj x) 

43. y'* -4s«i4x se»(2c«4x) u.y\ 




>' — 2r íce 1 " cc* zm. • ‘ 
c x O vi itz X/ C'j: iez btt.t 




















































Respuestas 


45 . y'- s« x sen <2cos *Wosx m(2 m „ 

, _ eos x 2 r —— * 

* ' = ÍTseíI SeC "' *“*“•('» VSÍ7) 



A85 


47. 


y ' = sen 2x sec 2 ( s eo í x) 

2> /r 

51. y' 31 ^cosec 2 (l/t)3 C04(l,,) «? < . ■, , 

t‘ ~ 2 * y = 0n2Kb3)sen2x 3 **' 2 *** ' 


48. y' = -6xe xK 1 49. y'= J2¿.,Ví 

ln3 


53. y' = 


2(ln 5) x/log 5 x 


54.y , = i_i 


55. y’ 


56 -> 8x _ 57, y -e xb v ( 1 + lnx) 58. y’ = —— 

6 1 2(x + 1Xx-2) 

59 * y, = '^T¡ 60 - y,= ~ + cotx « 

62. G'(2) = 20 63. F'(0) = -30 64. (fog)'(x) = -:< ?x ‘ + 1Qx ~ 3 > 

2(x+l) 4 

65. h'(x) = [3u 2 - 4u] (2) = 6(2x - l) 2 - 8(2x - 1) = 24x 2 - 40x + 14 

2 

67 


4x 


1 — 2t ba t 

.2t 


66. h'(x) = —\= ( 6x 2 ) = 


2-Jv 


, 4 / 1 \ -5(l-2Vx) 4 

f _ - r - h’(x) = 5t 4 (- -= ) = - r - 

V 2x 3 -4 J* 


68. h'(x) = 


-2bc 


(b + cx)" 


69. h'(x) = (—y) 


-ax 




2 ; x 32 

a(a“ -x ) 


70.^ = ( 9u 2 — 16 u 3 )(2x)= 18x(x 2 - l) 2 -32x(x 2 - 1) 3 

^ dy ;/ M = 4,(ax * b) - 

71.4* = 5 v 4 ( 2 b)= 10b(3a + 2bx) 4 72, dx " 4t ^- 


dx 

á1 

dx 


dy —1 — ■3x 

73. Íjt = —r-r(6x) = 


2v 


3/2 


(3x‘ -1) 


3/2 


75.y=-. 


74. 12x + y + 11=0. x-12y + 13'0 *.o 

mm w_l2y-17 “ 0, UX > 

76. 7x-18y-13 = 0, 54x + 21y- 47 = 0 ‘ Q l6 y-4x + X'lf c0 

78. 8x - y - 3 = 0, 2x+l6y-l 7 ' 0 
80. y - I2x + 17 = 0, 12 y + x-86 = 0 

































A8f> 




SI. 6y ^ I5x 5n ■» iVJ O, 30y I2x i 4n ' 15^3 O 

82. Hn (1,0): y 2x + 2 ■ 0. lin (2.0): y ♦ x - 2 0. I ln (3.0): y 2x t (> 0 

83. (0. 0). (4. 0) y (2. 16) 84. 2y x 4 0. 2y x » 4 0. Son pnri|,| M 

85. y + x ■ 0, Oy + x - 0 86. y - 5x + 2 - 0 H7. 2y - x - 2ln 2 ~ 0 


LAI I I 

SECCION 4.1 

i 7 d y. 2x -y , d y 2 p dx _ i + 2xy 2 -3y 2 

dx 2 X J d7 — 3 -5 í 7 

5 dy^ 1 + 2x1 6 di ~ (3x 2 -y)y 2 ? dy _ y 3 -2xy 2 

dx 2x 2 y dx l + xy 2 dx y 3 -3xy 2 +2x 2 y-l 

dx y dx a 2 y dx 


ÉL m l 


8 -S í + 3x(x-y) 


ÉL . x-ay ,, di_ /y ,, d^ . 67 /y^/y 2 .. dy 

• dx ax-y 'dx ’TT ,4 ‘dx **- 

y 


’ dx 
16. y' 


^-. y cos 'y 17 t y'«_ y. lff *wfr-y)+yco«x 

' - 2 x sen(x-y)-scnx 


sec 2 y - x 1 — x eos 2 y 


19. y’ 


l-xe y 2-y 


20. y' - 


_X+I 1 

c m 1 .x-y-t-l 


21. y'- 2 x - y 2y_1 


1 - 2 ’ 


22. y' - 


2( I + ln y) 


c y + ye y I + y 

23. y'- e y/x + — 


24. b. (f 1 )'(3) “ ~ ^ c. y+4x-7 d. 4y + x 7 

25. b. (g 1 )'(2) - -L c. y - 1 Ox — —8 d. 10y-x-8 

26. b. ( h )'(0) =1 c. y - x d. y - x 27.x-y + 5- 0 

28. 5x - 6y + 9 = 0 29.y- x *0 30. I4x+13y-12“0 

31. 9x + 20 -\/3 y-75 = 0.-9x + 20V3 y + 75 - 0 

32 -~ 4 b 2 en (a, b) y £ - 2 en (a. -b) 33. 9x+l3y-40 0 

37.45 en (1.2) y en (3.-2) 38. 0" en (0. 0) y 9* 2’ en (1, I). 
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SK í K>N 11 


1. y" 


b‘ 


(»’ -*’] 


i/2 


2 . y" ■ 


H 1 * ’ 1 3. y" ) tan 1 * ♦ 


) J 


h 

I»? 


4. y" - - 


- 1 

ten x 


s. y 


i» ^ 


l -* 2 (l-x 2 ) 1 ' 2 

2 2x ten 1 x 

6. y*- -«- ♦ 


I I 
x >J 


.y» 


^ ¡Mf 

8. - 14x 6 - 10x 4 - 1, /'" * 84x 5 - 40x' 

9. r\x)> 12(x - l) 2 . f"(x) 24(x 1) 

10 . g"(x) 0 (x* + l ) 2 ♦ 24x 2 (x 2 t 1 ), g"'(x) I 20 x' I 72x 


7. y" 20x* 24x, y"'• W)x ; 24 


11 . y M - 


-1 


i2. h"(x) ■' ., ir'oo 

(2 + X) ’ (2 4 K) 4 


13. y" - - x sen x +■ 2 eos x. y'" • x eos x 1 sen x 

14. y" - (4x 3 +I2x 2 + 6 x )c 2 \ y"’ (sx 3 +36x 2 t 36x tí>)e 2 ‘ 

15. y". 2 l 6 . y «-ZÍii.Ii 17. y''.-! iit 2x / . . . Í5 

X J y 3 xy y* yl 

- 2 x 2 -2 

18. y" - ——— --— 


9y ? 9x 


19. y" » 


24. y (n) - n! 25. y (n) - 0 


20. y” !'. 

ay 


2 x 3/2 

26.y (n) -(n+l)!x 27. y <n) - n't 

28.y (n) -n!t n 29. y< n > - n !a" 30. y (n) -(-n n -üL , lv <n) nj 


32.y in) -(-l) n _£■_ 


(x -«) n+1 


31 v « __ 

*"*' ' (I «)"*' 

33. y <M) - u"co|(ax » n j ) 


34. y""-2 n - | « n [j xt(n . |) Ij 3J 


'2J 35. 36. 

< n ¿ 2 38. y (n >. (.nn-i (n - 1 )! 


37. y^- (_n n <°- 2 )! 

1 J 8 . 

40. y-(_l)-_ü 


39. y"( 1 ) - 40 

(Ux) n 

41 -y"(i)*4 1 

43.».en t ■ -2 y t .^ . 2 «-y-Ol-: 

t(-«,. 2)U(4t+go) 

























Res 




+ 

1 + x 2 


- 24 


12 


(2 + x ) 4 


2x 

..3 


2 x 

..5 


-b 4 

«V 

/"> = nía 


n! 


n+l 


(1-X) 
x + ní ) 


x + n)e* 
y"(l)-40 

>-! 


,uf*‘** 



Al9 




44. a. en t * 3 b. en t * -.3 3^2 

2 ? C (3,+ «o) 

45. a(- 5 ) ~ - 3 nVseg . 3(1)= 2 d. 

3 ^se g 2 

47 .vtD c "27 m/scg 48. 160p¡es 

d. t ” 5 seg t.v(5) = _n 2p¡es/ ■"*Pw !ts **t 

8 






SECCION 4.5 


I y' = - cosech x 

i y- ,—( + w . h «* lnx) 2 ' 

X 1 4. y'= i. S{ 4 x 

= e ax [ acoshbx + b senh bx ] 4 ' 2 


y 
5 . y 
6 


y,= i/r 


1 + tanh x 


8. y* 


2 x 


Vx 4 + a 4 


lanhx íTSTTS? l í=¿si 

|x|VU? 

• 9. y’ = -cosecx 10 . y'=-i_ 


l-x< 


SECCION 4.6 

1 . 2 . 100.000 litros/aflo 2 . a. 200 habitantes por aflo b. 2 % 3 . 3 * m 2 /seg 

4. l,5m/min 5. -4,5 m/min 6 . -2,8Km/h 7. 16m/min 

8 . SOpies/min 9. (- 1 ,- 5 ) 10 . I0(h¡3 cm 2 /min 11.-15 cm seg 

10 , 7 # 80 

12. pies/min, -240 pies“7seg 14. -sj m/min 15. 3 nvstg 

^ m/min 17. 3 m./hora 18. m./h 19. -0,9 mh 

17 c_ 6.600 m _j 9 2 ) 7 Kroh 

20. a-5,38 pies/seg 21. ^ w 0,44 m'h 22. 

2^-2,33 m/seg 24. lOirKm/min 25. -1.200pies 8 

26- 64 pies/seg 27. * 0,292 ohms/seg 28. b. 2 hora 

49 


SECCION 4.7 


a ' A y - 2x dx + (dx) 2 b. dy - 2x dx 


c. (d*) 
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Kei 




.x / _ Ax 


2. a. Ay - c* (e Ak l) b. dy • • dx e. c ( c I dx) 
a« ,|« „ . Ax . dx 

\, a. Ay In ( I ♦ ' ) b. dy - c. In ( I • - ) x 

x * 

4. a. 0.1791 b.-0.18 c. 0.0009 

5. a. 0,7776278 b. 0,2302585 c. 0,0026307 


1.3. dy* " dx 



x dx 

.. H„. .... 2dX 



si 1- X 2 

X «* v* j 

3(x + I) 4/3 <x- 

i)VJ dx 

2x + 

M .i» 

15. dy 

.i/rr± + 

ildx 

2y- 

& 

2 V x ^ a 

X J 

19. 

6,0185 20. 

2,005 

21. - +0,04 
4 

* 0,8254 


22.0,07 23. 0,24 24.0,86618 25. a. 86,4 cm b. 87,848 cm 

c. 28,8 cin 2 d. 29,04 cm 2 26. 3 840 n « 12063.7! cm' 27. 2,5 % 

28. a. 0.64 n nr I». 0,75 % 29. a. 72 /n - 22,92 cm 2 b. 1/72 m 0.01389 

c. I296/n J * 131,312 d. 1/48*0,0208 30. a. n/l 8 * 0,174533 b.0.504% 
31. a. S 27 200 b. X 432 c. 0,0159 d. 1,59 % 


CAPITULO 5 

SECCION 5.1 

1 mix. í|0) 4, mín. - no tiene 2. máx. * no tiene, mín. - g(2) --1 

3 máx no lime, mín. h(2) h(-2) - 0 4. máx. •= no tiene, min. ■ no tiene 
5 máx no tiene, mín. no tiene 6. máx. - g(4/3) - 3. mín. - g(3) 1/2 

7. máx, hí-4) 6, mín. lnl-0 8. máx. - f{\) - 3. mín.-fl[2)-0 

12. Todos los reales. 


8 


9 °* 2 * 3 ,0 ’ n4 2nx. ntl n o, 2 

13. 1 


la o 11 5x i , 

3 ’ T 15 ’ m ^ x * *0) * 4 t mín. - f( 1 ) - - 

16 máx. - 51 ) mín.-«í^-l). , jt 

2 1 2 17. máx. ■ í(Tt/4) ■ 1 - t , 

mín l(-n/4)-J - j ltt . 

4 \H. máx. ~53)-l , min. - 5-5) --3 

19. máx - lt»t/4)-VI ,mín. «_i 2 n 

' 1 20 *máx. f(n/6) - fl[5n/6) 5/4 































*•*! 


*‘ U **U, 


2 . » 




)* 


1 

m 




*2>- 1 

>o liruc 
) 1/2 
O 


J 

•»“V4 


n ,m «0)‘(t«6)‘*| 

72 



„ ** , m 

*4 .STÍ* 


mu* 

iitin H1) (> 


l«í *•**»*« 

0t224lg JJ me 

5 ••.114 
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SECCION 5.3 



2 . 


3.a. 1.0. 2. 4 


(4. loo) c. Mínimos locales en -I y 4. Máximo local en 0 
4.a. 1,2 y 3 l>. Cóncava hacia arriba en Ho, I) y (3,♦*)■ Cóncava hacia abajo 

en(1,2)y(2*3) c. Iy3. 

15. a. 2 h. Creciente en (-«.-21. decreciente en (-2. ♦«) «•* > 

máximo local, d. No tiene e. Cóncava ¡, 

6. a. l.l b. Creciente en (-«o.-H y en lU -* 00 ). ccrc 0 t cáf>cav»i-icn 

c l( I) 3 es máximo local y R O = 1 es f (0i flO)) ') 

¿abajo en ( co, ü) y cóncava bacía arriba en dtrcrcC icnie en |-3.11 «• ; 

7. a. j, | b. Creciente en (-co, -3) y cn l • ' , e , cóacava h** «" 

39 d máximo local y UD 7 es mínimo ot ^ R _ 1)) «(-l.23) 

cn (-oo, -1). cóncava hacia abajo en ( - deCfeC ¡ e0 áo en ' ' c 

«. 1. 0. 1 b. Creciente cn l~»• °í y c " * loC4leJ , flOj* 4 "“jj, ,.* 1 . 

10.1] c.fH) 3yíTD-3sonmlr m 

<*. -73/3. 73/3 e.Cóncav.hac»»^^Y ( .73 / J, «A”" 1 
























9. a. -2. -17. 1 b. Otcmm ~ : -1 % cr [ I. “*J. de-reaer.te ai < -cc.^ 

a (-! 2. 1) c «-2» - -3 y fD - 3 «-yernas lócale* *-, 7) . 3J u 

máximo loca! d. -12 -/5 2. -12 * V3 2 «- Ctecava haca amba «, 

<-<*.- 12-/7 2) y « (-12 -/Í2. -»* rfacal» ^ 

(-12 -/? 2.-12 - /I :> 

£ (_12-*7 2. f-I2-*3 2) «<-12-/3 2 .-0.23) y 
(-1 7 * yl 2.R-12 * /i 2)~ (-12 ♦ /} 2. -0.73) 

10. a. No nene b. Decreosn» er -x2 :• en I ~x c No tiene d. No tiene 
e Cóncava haca aba : re -x2 ;• cóncava hacia arriba en (2. -oc) f. No tiene 

11. a. 2 b. Croc rstr en '2 -x cecrcoeree en [©. 2] c. f(2) = -4 v 2 minino 

local d. Notjeoe e. Cóncava haca »n:a en (0. -x) t No tiene 

12. a. -1.0 b. Crecíase (-1 -x c. 

$-!) = -1 es re ir:-o *xal d. !.-8 

e. Cóncava hac^a ab*>o en -x. -4s > 
en (0. —x). cóncava haca aria en 
<-*.0) 

f. (-8. fl-8» = -8.0) v (0. *0» = (0.0) 

13. a. 0 b. ^ reoerte er i.-x. -x.< c. No teñe d. 0 e. Cóncava hacia abajo en 

(-oc.OX cóncava haca tr~baen 0. -x í. (0.0; 



14.a. b. Decreciente en (C. 1] y crecente en £1, +ao) c. h(l) = 1 es mínimo 
iccai d. He tiene e. Cóncava haca arriba en (0, -oc) f. No tiene 
1-a. No tiene b. Groen* en -oc) e. No tiene d. 0 e. Cóncava haca 
-- *j° er. 1 -oc. 0) v ccocava hacia amba en (0. -oc) f. (0, 0). 


»«•«. «. j. 


---— 

[5t.3. ^T.y decreciente a» [x3, 5x3] 


tS*3)-5x3-.7.7 onitmo| 

h * C “ “ Iih * “ < 

t<«. a*» - 1 * 


Y 



* - 



















V' If* 

n\ 

'*>10 cu 


t»cnc 

>cnc 

ninimo 



\ 


mío en 


nnimo 

i tocia 



17 . *• n/ ‘ l I)ccr ecicnir 

|3n :. 2n) C. g( n/2) „ cn t°. y 

liH'flI. |£(.^n/2) 2 es máxi " , Cs ^ínit^Q 

**-**•*«2 c.cCv! 0 ^ d 

cn (0. n 6). (5n/6, 3n/2) y e „ ^ C,a ab ajo 
cóncava hacia arriba cn 3n/2 ’ 2 *). 
f. (n 6, g(n/6) ( 71 / 6 , ~j/ 4) (7l/6 < 5n/6) 

(5n/6, g(5n/(>) = ( n /6,-i/ 4) 

I- /3 /2, /í /2 b. Decreciente cn [- 1 , _ 
cn ( J1 /2. 11, creciente en [- /J ^ ^ ^ y 

c. K-^3/2) ~ 0,68 es mínimo local, 
h( s/T fl) - 0,68 es máximo local, 

d. O c. Cóncavo hacia arriba en (-1, 0 ) y cóncavo 
hacia abajo cn (O, 1) f. (0,0). 


11 "■ 


AI3 





20 . 


7* 


A 


1 2 




21. a. 0 y 4 

b. Decreciente en (-oo, 0] y en [0,4] 
Creciente en [4, +«) 

c. Mínimo local en 4. 

d. 0 y 3 

e. Cóncava hacia arriba en (- 00 » 0) > ( « 
Cóncava hacia abajo en (0,3) 

f. 0y3 

.sassü'wf —-"" 1 

d ' 0y3 / ^-2)yC» 4 ** 

*• Cóncava hacia arriba en ( ^ ^ 2 ) 

Cóncava hacia abajo en (- * 
f. -2 y 2 
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27. Max:*«)•«. Mi». Rl/e) - l/e 2*. M»x: f(U-4. Min: No 



1.6 2.-^ 3.-1 4.1 5.1 6. 2 7. — 8.2 9.0 

2 2 2 2 


10 . 1 11 . 


ln 2 10-ln J 5 i i| 

--- 12. 0 13. 1 14. i 15.-1 16.1 


2 

22. 0 


17. i 18. -I |». i JO. i i 

2 2 2 3 6 

1S. -- 26. 1 27. | 2*. 1 29. e -2 30. 1 31. 1 32 1 

33. I 34. - 35. 1 36. 1 37. j*. e 2 39 i 40 

41. 0 42. -8 43 0 2 


12 

23. 1 24. - 

t 












I. A. R B. Ninguna 



* 


































m 


.0 


1.0 
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2. A. R B. Ninguna C. (0,1), (-i i0 ), (l, 0 ) 

D. No asíntotas E. max local - fl[0) - l , min local-(Hj- 0 
min local * f( 1) - 0 E. Conc. arriba en (-oo, - VJ / 3 , 

(Tí / 3, +oo). Conc. abajo en [-71/3,73/3] 

P. inflexión: (- Tí / 3,4/9) y (Tí / 3,4/9) 

3. A. R B. Ninguna C. (0,0), (-4,6, 0), (0,0) 

D. No asíntotas E. max local - f(- 1 ) - 3, min local - f(0) - 0 
F. Conc. abajo en (-oo, 0] y en [0, +oo ). 

P. inflexión: No hay. 

4. A. R B. Simetría resp. al origen C. (0,0) 

8(x + l)(x-l) 


D. Asíntotas: y = 0 E. f'(x)=»- 


(x 2 +1) 2 


Min local = f(-l) = -4, Max local - f(l) -4 


E. f"(x)- 


16(x 2 -3) 
(x 2 +1) 3 


Conc. abajo en (-oo, - Tí ] 


y en (0, Tí ] Conc. arriba en í-TÍ.OJ y en [ Tí ,+oo). 
P. inflexión: (- Tí -2 Tí ). (0, 0). ( Tí . 2 Tí) 

5. A. Dom(f) R - { 1 } - (-oo, 1) U (I, +oo) 

B. Ninguna simetría C. Intersección con los ejes (0, 0) 

O. Continua en (-oo, 1) U (1, +oo) 

Asíntota vertical: x * 1 

~ Min. local: f(3/2) * 3/^4 * 1,9 



E. f’(x) - 

3(x-l) 

* • f ’(x) - ———. Conc. abajo en (-oo, 1) y en [3, +oo) 
9(x-1) 7/3 

Conc arriba en (1.3], P. De inflexión: (3. 3^2) «(3,2.4) 

6 A. Dom(0 R B. Simetría respecto al eje Y. 

( ‘ * m crsección con los ejes: (0, 0) 

D Continua en todo R. 

No hay asíntotas verticales. 

Asintou horizontal y - 3 

E f*U)- 6x 


(x J +l) J 


Min local * f(0)-0. 


f (x)- 3 * Conc. abajo en (-oo, -^3/3) y en (7Í/3. 

(x 2 ♦I) 2 


■ 






* 










































Conc amba en (- V3 /3. %/J/3 ) 

P de inflexión: (-VT/3.3/4) y(V3/3,3/4) 

7. A. Domíf) “ [-*,*] B. Ninguna simetría 

C. Intersecciones Eje V: (0, x). 

Eje X: (-x/3, 0). (2x/3.0) 

D. Continua en [-x.x] Sin asíntotas. 

E. Min local - fl-5x/6) - - 2. 

Max local - flx/6) -2 -< 

F. Conc. amba en [-x, -x/3] y f2x/3, xj 
Conc abajo en [-x/3, 2x/3] 

P. de inflexión (-x/3, 0) y (2x/3, 0) 

*• Dom (0 * R - { 2 }. B. Ninguna simetría 

C. Intersecciones: Eje Y: (0, -3). 

D. Continua en R - { 2 ). 

Asíntota vertical, x * 2. Asíntota oblicua: y ■ x - 1 

E. Max. local: f(0) - -3. Min local: 1(4) - 5 

h. C onc. abajo en (-ao, 2). Conc. amba: (2, +oo) 

No hay P. de inflexión. 

9. A. Dom(f) - R - { 0 }. B. Ninguna simetría. 

C. Intersecciones: No corta al Eje Y. 

Eje X:.(J, 0) 

D. Cont. en R - { 0 }. 

Asíntota vertical, x * 0. 

Asíntota oblicua: y m x - 3 

E. f’(x) - í*-*) 2 (* + 2) 

x 3 

Max. local: f(-2) - -27/4. Min. local: Í{1) * o 

F. Conc. abajo en (-oo, 0) y en (0. 1 ] 

Conc amba en [ 1. +co) 

P. de inflexión (1,0) 

10. A. Dom(f) ■ R B. Ninguna simetría 

C. Intersecciones Eje Y: (0,0). Eje X: (0, 0), (6,0) 

D. Continua en R. Asuntóla oblicua: y • -x + 2 
4 - x 


É * r(x) m 

Ik 


x ,/3 (6-x) 2 ' 3 


Min local: f(0)» 0 


Max jacal f(4)«2v4 *3,17 


i u 


-i 


i*n ' 


V 

2 


-3; 

*/ -* 

X 

* 

* 

✓ 

27/4 



























V 





V 


g 


r*l» 


Conc afTiba en , 6 , +Q 0 ), 

| 1 -A .Dom( 0 -R-( 0 ). B.Sin.w, 

c. No mtcricc la a l.„ eje». |) ( cn f 
D- Asíntota vertical x~0 '" I- 

K. local: f[-yÍ 2 )»-y ¡2 c ,/2 % _2 
i. local: f(-v/ 2 ) * y ¡2 e l/2 % 2,33 

vio eaKrii/'a f *n í _ f\\ Pa._ •» 


y-x 


Max. 

Min. 


F. Conc. abajo en (-co, 0). Conc arriba cn ( 0 , \r fj \ 
No hay p. de inflexión. 


SECCION 5.6 

1 . largo = ancho = 18 cm. 

3.100 m., 200 m. 4. 16 cm. 5. 3 cm. 6 . 1 dm. 7 .1 dm 
8 . largo = ancho = altura * 40 cm. 



280 

9. 140 m , ~~ rn 

/V 


a. 40D00 , 

1° — m> 


11 . base = , altura rectángulo 


4 + n 


12. base 


36 


12 S 


-3.51, 


altura rectángulo = ^^*3,74 13. Ettue B y C a 1,6 Km de B 

14. P coincide con C 15. Remar hasta P entre F y B a 3 ' 6 Km dc 1 
16. Remar hasta la bodega 17. 70 habitaciones, % 75 


r- S 5 21 4 4 22. 

19. base = V2 r, altura = r 20. ^ 

íerencia (i 
27. 3>/3 


altura s j 1 


.. ,2 par. 1. ¿reuniere.»* (•> * 

23. a) ^ * 5,28 para la circunferencia ) 

cuadrado) 24. base = 6 cm., altura - 3>/3 

/? 19 radio cono "T* 

28. radio del cilin. = —— r, altura = v 2 r 29r 

. h A -I2h 4m 
0*2,5 b. A 

'rn-, 120 m. 34 . 24m,36m. 


30 radio del 


2 
2yÍ2 


lcono= _r r,altura- } r * ^ ^ 

33 - 60 m., 120 m. 34. 24 m, 36 m. 37 .8^ m - 

"■jfc.íVí.íVa ^din 

38. ra ^_.. . 39 .radio 


radio - i dm, altura = 2 dm. 













la* 
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Re *Pue, Ul 


40. radio =* altura = 6 cm. 41.80Km'h. 43. a. x 16 cm. b. x*l 6 cm. 

44. radio * 4>/6 cm., altura * 8>/3 cm. 45. Vi 3 58 46,87 46. 8 m. 

SECCION 5.7 

I. 1,179509 2,0,103803 3. 0,739085 4. 0,835123 5. 0.567143 

6.1,763223 7.1,377337 8.3,096639 9.2,028758 1 0.-2,331122 

II. 0,377677 12. 2,668402 13. 1,1224620 14. 3,645174 15. 1,146470 

16.a. P 0 = (1,165. 1,357) b. 1,594 17. g(2,058) = 5,586 


APENDICES 

APENDICE A 

I. (-oo,4) 2. (-oo, - 32/3) 3.(l7/5,+oo)/ 4. (-oo, - 43/37] 

5.(17/5,19] 6 . (-19, -9) 7. (-2,3) 8 . (-1,1) 

9. (-oo,-l -V 2 T] U [-1 + V 2 T, + 00 ) 10 . (-oc,- 3 ) U (l/2,+ 00 ) 

II . (- 00 , 1/3) U (2/3, + 00 ) 12. (3,4) 13 . [-3, -2] U [I, + 00 ) 

14. (-2,2] 15 . [-10/3,0) 16. [l/3, l) 17 . (- 00 , -2] U (0,2] 

18. (- 00 , -1 -VJ ]U(—1, —1 +VJ] 

20 . (- 00 , -2) U (1, + 00 ) 


19. (-3, - 1 )U ( 0 , + 00 ) 
21 . (2 -2/3, 0 ) U ( 3 , 2 + 2 VT) 


APENDICE B 

[-2.4 " 4 s! U _ 3 '4 y ^ 7) 5 - C- >«. !«> 6. (- 3/2. 9/2) 

'»• U. - 5 a ] u ¿5/2, +00 ) [ ' +Co) 9 - <-«• - 1 ) U (-1/2. +00) 

I6 n 2]r; imw.u 1 iüKi 

-.-;_ 22. M = 9 23. M = 10 


















í «n 
m. 


S67U3 
531122 
1.146470 


, >4337] 

I) 

U[l.-oc) 
1 U (0. 2] 

J (0. ^oo) 

♦ 2> r 3 ) 


33. 93) 
3. ~oc) 
[3. +«) 

[23,4] 

CO.^o) 

10 



, i *• ■* 3 ^ •• ** 

.-«.«i 

I. níces 13 ; 3(x- IXxMXx^fc-^ ^ 

f. ra*es -1,-2, 1,2,3; (x + 1 Xx + 2)(x-j ^ 

1 *. raíces:-1,-2,-3, 3; íx> 1 ) 2 (x-► 2 X (x *3 Xx _ 3) 

APENDICE D “ 

1. V5 , ( 1 2. 1) 2. 2V2,(2,4) 3. 7-2V~2, (O, (WV^) 

5.B = (3,9) 6.A = (-1,1S) 13.(2,2) y (-4,2) M ’ U .-Ui 

15. 5 x - 2y - 3 = 0 16. x 2 +y 2 =9 17. (1,-3* ( 3 , 1 ), (- 5 , 7 ) 

18 . (- 2 , - 5 ), ( 0 ,- 9 ) 19 . ( 93 , 1 ) 

20. G-1) 2 = (x^i ) 3 21. (x-i ) 2 * (y+ij* v- 

tt 1 

V I 

Yt 






1 | 

a(x- 3 ) 2 ( y _2)=4(4 


-ylK&W^ ****&& 

? . É 



0.4) 


Y 


4 


: 

0 . 1 »: j 

i / 
• / 


'T*' 




H.» 




-z 






• » 
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Universidad Vac arribó 
BIBLIOTECA 
Pro cesos Tecnias 

APENDICE E 


RMpy, 


<«U| 


2. > = 5x - 2 3. y = - 3x 4 . v«2x-l 5. y ---x + 2 6 .y»-- x + ]2 

5 5 5 


41 


9 . x \ = 2 , \ - y = 14 10 . a. y = -^x+~ 


_ x 11 „ ^ „ 

5 5 7 23 2 2 

b. 11.5 12. L. es paralela a L,; L 3 es perpendicular a L, ; L 4 es 

13. a.x-3y- 6 = 0 b. x+2y-l3=0 c. y* 

16.2 17. VVTo 18.2 19. Í Vio 


perpendicular a L*. 

14. y - 3x - 25 = 0 15.3 



20. 28 5 21. C = -7 ó C = 59 3 22. 5x + 12y + 40 = 0. 5x + 12y - 64 = 0 

23. 3x - 2> - 12 = 0. 3x - 8 y + 24 = 0 

4 

24. a. k ? 3, n cualquiera b. k = - y , n cualquiera c. k = 3 . n ¿ 6 d. k = 3, n = 6 

25. a. k = -4 y n * 2 ó k = 4 y n * -2 b. k = -4yn = 2ók = 4yn = -2 

c. k = 0> n cualquiera. 26. x -2y- 18 = 0 ,2x + y + 14 = 0,2x + y - 16 = 0 

APENDICE F 

1. (x-2) 2 + (y + l)“ = 25 2. (x + 3) 2 +(y-2) 2 =5 3. x 2 +y 2 =25 

■Mx-ir *(y^l) 2 *50 5. <.-l) 2 + (y +3 ) 2 =9 6. (x + 4 ) 2 + (y- 1 ) 2 = 16 

7. (x-3) 2 f (y-l) : « 10 8. (x-l) 2 + y 2 ., 9. (x-3) 2 + (y-4) 2 -JS 

10. Centro(1,0), r = 2 U. Centro(0.-2), r-2^2 12. Centro (0.-1/2). r - 1,2 

13. Centro (I, - 2 ). r= 3 14 . Centro ( 1 / 4 ,-1/4), r = /¡o /4 
15. Centro (3 2 . l/2),r = 9'4 

I, ^ ?¡" ( °-°> » * - * V, se abre hacia arriba. 

„ ^ (0 ' ° ,) '* " *X. se abre hacia ,a derecha. 

■ ^, v e n ,ce < 0 .° ) y C j ee , , eY ^^^cja 

. Parabok «mee ( 0 , 0 ) y eje el eje Y se abre hari „ 

^Elipse, centro ( 0 , 0 ) •« abre haca amba. 

21 . Hipérbola, centro ( 0 , 0) , «mees ( 0 , - 1 ) y ( 0 „ . 

22 - WP«»la. centro (0 0 | «ni, y ’ X ->‘~ x 

• 0 ).'émees(-,, 0 )y {| o asíntotas y- 3 x y-- 3 x 
















I' 
4 i; 

N 


C ' > I 
vio 

"* M O 

\ l\ e 
n » -2 
So - O 


ir - lo 


- 25 


r * 1 2 


15 


^ U ^ l0 ' 9) >^ e | eitY 

H ^ dS ' U ' ' ert,CC 1 1 ^ 0) y eje . . ' * ab * h** *10, 

' C * c JtX , ^ib* 

* centro <0, OX y*,^ ' ' W» h . 

» '•>■ ««*"> (0. 0) y r . } „ ^ •***,. [ ,4 

•"• ^ aN ' U '**« < 0 ' '' -K * *** „ * ’ M ' ?< 

F l*w*. WttO (0, :> CJC X, se abrt hacia 

vx H.p«Mo. centro x-J, j x vt[t¡ "*"* 

y~*~* 

JA El punto (1.21 ,. > ' ) »ru. 


AUli 


3*4 El ponto (1, 2 ) 

ti punto (i n 

3Í« HiperN>la. centro (-1, IX vértices (-2 lU m n 
_- 


, £ K i 

i. -1 

3 * 


tv a =• — + nx, n eZ 


APENDICE G 

e. - vi d. - zJL , 

3 


c. ninguno 


4 5 

f i ' 2nx o - n + 2nrc, n el 


a*rat.n«Z 
d. ninguno 

6.-1. 7.a.-sena b.0. 


« , 2* K » 

•* X ' 2 

k 35.34 cm. c. 7,85 cm. 11. a. 111.13 km. b. 3.333,76km c.5.000,64bn 
* 8.973,37 km. 12. 1.852 km. 13. y x rad. 14. 61.35 grados. 

-0.45 grados. 16. (->/3 , -1) 17. P - (-J *2^ ^ 


*). a. T rad. b. —rad. c. -rad. 10.a.4.71 cm. 
3 10 3 


3 1 fi \ 18.18 


20. ^ II. ir « n - 


- 22 . 


= 795.78 giros por ™ n 


25.4 


is -«. f t,. 4 

ém 

•3. 49 revoluciones por seg. 24. > - x T ^ 

^ x- 5y 3 . o, 5x + y - 11 ** 0 4 x + 3y-5-0- 

^ 5x ~ 4y M5 0. 4\ + 3y - 30 - 0,3x - 4y 
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